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複素関数の指導について

―正則関数の導入方法―

前田善文　小林茂樹
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1.はじめに

本校においては,複素関数論の指導を3学年数学

B(通年2単位)のうち半分の1単位(約30時間)分に

当たる後期授業において大日本図書の教科書を使用

して行っている.全国の高専から見ると希な例であ

り,全体でも3年生で複素関数論をすべて指導する

高専は長野高専を含め2,3校である.

複素関数論を3年生に指導する上での困井点とし

ては,次のことがらが挙げられる.

(1)1年生においては,複素数の定義や四則演算の

計算練習をするだけであり,その後具体的に指導が

なされていないため,極形式などの複素数の性質の

指導に時間がとられ,複素数の級数や複素関数,複

素関数の微分積分の指導に多くの時間をとることが

できない.

(2)高専の授業においては,4年生のベクトル解析

において線積分やグリーンの定理を指導するために,

コ-シーの積分定理の証明を3年生において指導す

ることは難しい.グリーンの定理の証明を3年生の

複素関数論に関する授業の中で指導してもよいが,
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時間的に無理がある.

(3)虚数は現実の数ではないという印象から学生は

必要性を感じていないことと,実数関数とは違いグ

ラフを描くことができないため,学生にとって内容

を理解しにくいところがある.

3年生に限られた時間内で複素関数論の指導をす

るためには,学生にとって理解し易い教材の配列と

指導内容の精選,指導の方法を工夫する必要がある.

そのためにも,低学年における複素数についての指

導も再検討する必要がある.本箱では複素数および

複素関数に対する学生の理解を深め,学力を充実さ

せるための指導方法について論ずる.

2.複素数の指導の現状と課甥

2-1 本校における指導の現状

(1)基礎数学(1年生数学A･B)の指導

基礎数学の r教と計算｣の中で,新しい数i2=-I
として虚数単位iを定義し,複素数の四則演芽と絶

対値について指導を行っている.指導時期は前期中

間試験直前である.教科書は3ページ強と取り扱い

は簡単に済ませているという印象である.担当は高

校を退糠された非常勤の先生にお願いしている.

｢2次方等式Jの分野では√の中が負の数となっ

た場合に虚数単位1'を用いるだけで.複素数(虚数)
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の指導とはなっていない.また, ｢2次関数｣の分

野においても,グラフの共有点については実数だけ

を扱うので虚数解は取り扱わない.共有点の個数を

調べるために判別式を用いるだけである.

2学年当初に実施している ｢1学年数学復習テス

ト｣において, ｢阜 草 をa+b.･の形にかけ｣とい1_∫
う問題を毎年出題している.平成7年度までは40%

以上の正答率であったが,ここ4年間は30%以下の

正答率に落ち込んでしまっている.平成7年度以前

と指導状況は同じと思われるが,学生の意欲や意識

変化と計算練習の不足が感じられる.2年生におい

ては複素数を指導する内容がないため,このような

状況で複素関数論を指導しなければならず,指導の

困難さがある.

(2)微分積分Ⅱ(3年生数学A)の指導

マクロ-リン展開の指導後にオイラーの公式と実

数から複素数-の関数の微分について指導している.

応用として,sin,cosの指数関数での表示やド･モ

アプルの公式について扱っている.指導時間は1時

間半～2時間である.

(3)応用数学(3年生数学B)の指導

応用数学の教科書56ページにわたって,大学の工

学部で教える内容と同程度(理論面でいくぷん少な

目ではあるが)指導することになっている.本稿で指

導を検討する中心的な部分である.

2-2 高等学校における指導の現状

高等学校における複素数についての指導を調べて

みると,以前の教育課程とは違って,1年生で指導

する数学 Ⅰと数学Aには複素数の内容はまったくな

く.2次方程式についても2次関数のX軸との共有

点や2つのグラフの共有点を求めるために用いられ

ているだけであり,判別式も共有点の存在や按する

ための条件として導入されており,この分野では複

素数の導入がなされていない.2年生の数学Bの｢複

素数と複素数平面｣において,複素数の定義,複素

数の四則演算,2次方程式の解の判別式,複素平面,

絶対値,偏角,極形式,複素平面における四則演算

の図表示(乗法や除法の回転),ド･モアプルの公式,

〃東根,複素平面上での図形の方程式について,多

くのページを割いて扱っている.高専の応用数学の

教科書においては6ページ,基礎数学を含めてもわ

ずか9ページ強である.教科書のページ数には関係

なく,高専においても問題演習も含め時間をとって,

ていねいな指導が必要であると思われる.

2-3 今後の指導についての捷言

高等学校においては複素数を一括して一つの単元

で集中して指導しているが,高専においては1年生

で学習した後,数学では3年生まで複素数の内容が

現れないが,関連する分野において少しずつ複素数

について理解が深まるように指導する必要があると

思われる.

1年生の指数関数と対数関数(数学B,後期初めに

指導)の累乗根の分野において〝乗根は実数しか取

り扱わないが,虚数まで含めて取り扱った方がよい

と思われる.たとえば,8の3乗根は㌔ =Bを満た

すxでありx-2,-1j=Jiiとなるが,すでに因数分
解や高次方程式を学習してあるので,問題はなく十

分指導することができる.〝乗根は0以外の数に対

して〝個存在し(〝次方程式の解が重複度まで含め

〝個であることを再認鼓させる),〝が偶数の場合は

正の実数に対して,〃乗根は正の実数が1個,負の

実数が1個,残りは虚数であること,また,〃が奇

数の場合は0以外の実数に対して,実数が1個,顔

りが虚数であることを,平方根や3東根,4東根の

例から説明し,拓 はn個のn乗根から1つに限定

したものであることを指導する.このように指導し

てもこの章の流れを阻害することもなく,詳しくは

3年生で〝乗根の性質について学習することを鋭明

することによって,学生に虚数の存在を再落札させ.

複素数の指導の流れの中で位置づけることができる.

また,三角関数(数学B,後期未に指導)の加法定

理の分野において,Sin.cosの加法定理を指導した

後に複素数を簡単に復習し,複素平面と複素数の極

形式を導入して加法定理の応用として,複素数の乗

法や除法の複素平面における図形的な意味(点の回

転移動にもふれることができる)とド･モアプルの公

式を指導することにより,加法定理-の理解も深ま

り,また.応用数学の複素関数論のスムーズな導入

にも役立つと思われる.また,1年生の数学Ⅰ=ま時

間的な余裕が多少あるため,オイラーの公式につい

ても少し触れることができる.

(cosα十･'sinαXcosP+''sinP)-cos(cL+P)+isin(a+P)
複素数の乗法が偏角の足し算,除法が偏角の引き算

となることと指数法則を関連させて.オイラーの公

式の導入も可能である.以上の内容を3-4時間使

って学年末の最後の授業で指導することができると

考えられる.

2年生で線形代数の最後に時間が許す限り,次の

のように複素数に関連したことがらを指導すること

もできる.複素平面上で,複素数の加法減法がベク

トルで考えられることや,複素数の行列表現として,

実数 鴫(6､3),組 数 bik(2-.b)で,

術 数 a･bik(冒-ab)-J;汀 許 (霊 霊 )
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で表すことができることも取り扱う.複素数の極形

式にあたる行列が回転の行列になっていることに注

意させ,複素数の乗法や除法の複素平面における図

形的な意味と対比させる.

さらに,行列の固有値についても.2次の正方行

列の固有方程式の解が虚数解となる例において,固

有ベクトルを求めて対角化を行い,行列Aに対して
A"を求める例を取り扱うことも複素数の有効性を

認旅させる意味において効果があると思われる.

例えば, A
(-lli)に対して,固有値は1土1-

それぞれの固有ベクトルは
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この例においては,A4まで求めてA"を推測するこ

とはできるが.nを用いて一つの式に表すことは井

しい.この計算をした後に推測した結果と同じであ

ることを確認することをしてみてもよい.この例で

は,複素数の極形式や ド･モアプルの公式の復習に

もなっている.また,計算途中では複素数を用いな

ければならないが,結果においては実数だけで表記

できるよい例であり,複素数の必要性を学生に認放

させることもできる.

複素関数論を指導する前の複素数に関する総復習

として,3年生前期の数学Aにおいて指導する級数

とマクロ-リン展開の分野において,オイラーの公

式やド･モアプルの公式について再度指導を行い,

複素数,複素平面の理解を深める.また,べき級数

の収束半径については,複素平面上で収束を考えて

いるための呼び方であることにも触れておく.

以上のように,次の流れを念頭に置き.指導をし

ていく.

①1年数学A(前期)の式と計算において複素数の導

入 (複素数の定義,複素数の相等,四則演算),

2次方程式において,共役な複素数の説明

②1年数学B(後期初め)の累乗根において,n東根

の虚数までの指導

③1年数学B(後期未)の三角関数の加法定理におい

て,複素平面,極形式,ド･モアプルの公式,オ

イラーの公式の導入

④2年数学A(後期末)の線形代数において,複素数
の固有値 ･固有ベクトルの指導から,極形式や

65

ド･モアプルの公式の復習と複素数の必要性

⑤3年数学A(前期)の級数(関数の展開)において,

オイラーの公式とド･モアプルの公式の復習,三

角関数の指数関数表示の導入

⑥3年数学B(後期)の複素関数論

①～⑤は,3年生において複素関数論を指導しな

い場合においても専門科目との関連を考えると,早

期にこの程度の複素数の内容について指導を行って

おいた方がよいと思われる.

8.枚素関数輪の指串について

3-1 教材配列

学生にとって理解し易いと思われる教材の配列と

指導内容の精選を次のようにした.

§1 複素数

1･1 複素数の性質

複素平面.美都.虚部,絶対値,共役な複素数,

オイラーの公式,和差の図示(ベクトル的表現)

2点間の距離(絶対値),極形式,偏角.絶対値

と偏角の性質,積商の図示(回転), ド･モアプ

ルの公式,〝東根

1･2 数列と級数

収束 ･発散,極限値,級数,べき級数,収束半

径,ダランベールの判定法(比例判定法)

§2 正則関数

2･1 複素関数

複素脚数の定義,Z平面W平面,連続,微分,

導関数の性質

2･2 正則関数

領域,単連結領域,正則の定義(通常の微分によ

る定義とべき級数展開可能であるという定義),

コ-シー ･リーマンの関係式,指数 ･三角脚数

の定義,ラプラスの偏微分方程式

2･3 正則関数による写像

等角性

2･4 逆関数

逆関数,リーマン面(多菓面),多価関数.主値,

逆脚数の微分

§3 積分

3･1 複素積分

線積分,区分的に滑らか,横分路.実数を積分

変数とする耕分(置換積分),複素積分の性質,

債分の絶対値の評価

3･2 コ-シーの積分定理

(単一)閉曲線,曲線の向き,コ-シーの耕分定

理の意味,コ-シーの積分定理の応用

3･3 コ-シーの積分表示
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コ-シーの積分表示の意味,導関数の積分表示

(べき級数で証明),リュ-ビルの定理,代数学

の基本定理

3･4 関数の展開

コ-シーの積分表示の再証明(通常の方法),チ

ーラー展開,孤立特異点,ローラン展開

3･5 孤立特異点と留数

主要部,除去可能な特異点,真性特異点,k位

の極,留数,留数計算

3･7 留数定理

3-2 指導の具体的内容と注意点

前項の具体的内容のうち,特に重要と思われるこ

とがらについて述べることにする.項目番号は3-

1と同じ番号を使用している.

1･1 複素数の性質

(I)複素数の指導を見直した鎗合.大部分の内容は

すでに3年までに学習してあるので,復習程度に指

導する.

(2) 〃乗板

･の絹 枝は2-COS迦･･'sin豊 として扱い,〟
一般の''乗根 zn=p(cosや+isinq･)については,

I-昨 (00S誓 ･L･sh誓 )と公式化して
ド･モアプルの公式の復習とする.

また･具棚 な例として･一書･争 の4乗根に
ついては･a-乎車 とすると･4乗根が
α,αJ',-α,-Cu'と計算できることも指導する.

1･2 数列と極限

(1)数列

Izl<1のとき･忠 Z"-0を榊 する･
(2)級数

級数はべき級数だけを指導する(等比級数を基本

として指導).

一般のべき級数の収束半径の求め方については,

ダランベールの方法(比例判定法)について指導する.

無限級数 ゑanznの収束半- R-Ai-J君
(高専で取り扱うことを考えれば,上記の方法で十分

であり,コ-シー ･アダマールの方法については省

略する)

2･2 正則関数

複素関数が点αで正則の定義については,

① 点αの近傍で微分可能

② 点αの近傍でテーラー展開可能

以上の2通りの定義を行う.②から①は収束半径の

内部では項別微分が可能であることを説明しておけ

ばよいとして,①から②は後に証明することを告げ

ておく.

このように指導すると,後のコ-シーの積分定理

やコ-シーの積分表示の意味が学生にとって理解し

易くなり,導関数の積分表示も簡単に説明すること

ができる.注意点としては.(Dから②の証明にはコ

-シーの積分定理とコ-シーの積分表示が必要とな

るため循環論法に陥らないように指導することが重

要である.

同時に実数関数と同様に,

I(I)-蓋an(I-a)nのとき,an-響〟=0

が成立することを説明しておく.

2･4 逆関数

リーマン面(多菓面)で逆関数を考える.続を数枚

重ぬて,実軸負の部分を上下張り合わせたものを作

り,学生に見せながら説明すると分かり易い(説明後

にこれを学生に回して確認させる).逆関数のもとと

なるeEやZ"などの関数は値域のリーマン面をW平

面に射影したものとみて,逆関数は定義域のリーマ

ン面をZ平面に射影してみると多価関数と見ること

ができることを指導する.この方がかえって学生に

とって理解し易いようである.また,主値について

も分かり易い.

3･1 複素積分

複素積分の定義と複素積分を実数が積分変数の積

分(置換積分)で計算できることを指導した後,簡単

な積分の計算練習をし,次の内容について指導する.

③直線Cが点Pから点†-向かう線分,つまり
C:Z=β+(T-P)L O≦L≦1とするとき,

lc(I-α)nLk-F(y)-FO)が成立する･
ただし･F(I)-蝶 とする･

④曲線Cが点αを中心とする正の向きの円,

C-(zllz-al-r),I-rez'Lo≦′≦2nのとき,

lc(I-αYか(2.m':={コが成立する･
証明は簡単であるが,これらの事実が後に指導す

る内容の基本となることを注意しておく.

3･2 コ-シーの積分定理

コ-シーの積分定理は,きれいな形をしているの

で学生にとっては覚えやすい定理である.しかし,

成立する理由や意味について理解することは難しい.

成立する理由や意味を学生に理解させるために,こ

の定理を次のように指導する.

複素積分の定義から,曲線Cをm多角形で近似し

てCoとする.m個の頂点を複素数でそれぞれ

tpk淀≡訂 とおき.Pn,=P｡とする.正則関数を
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I(I)-∑an(I-αrとし,F(I)=差.宅 誓 ,

CO

h=0
この多角形Coが点αを中心とする円の内部にあり,

関数がこの円の内部で正則であれば,③より

Icf(Z桓-mil(FOE.1)-FOk》-0となり,コ-シbO
ーの積分定理が成立することが簡単に分かる.コ-

シーの積分定理は,1変数の連続関数′に対する実

数の積分 l:/(x)血-F(bトF(a)にあた｡･1変数
の実数関数の場合はa=bのときは区間の長さがo
となり積分の意味がないが,複素数の場合は複素平

面で積分を考えているため,閉曲線では積分の意味

を持つがその儀がOとなるということが分かる.成

立条件が1変数の実数関数の場合は′が連続であ

り,複素関数の場合は正則であるということである.

学生にとっては,条件については印象に残らず忘れ

がちになってしまうが,条件が重要であることを強

調しておく必要がある.

しかし,この方法は循環論法になってしまうため,

あくまで,この方法は学生に対してコ-シーの積分

定理の意味を理解させるためのものであることを注

意しておく.

この定理の証明には,グリーンの定理を用いてい
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るため,3年生で指導する場合は説明するにとどめ

ておく.学生には前述の方法とは別に正式な証明が

あることを伝え,グリーンの定理を学習後に教科香

を見直すことを指示しておく.

グリーンの定理は偏導関数の連続性を必要として

いるが,三角形を4分割していく初等的な方法(解析

概論p209-p210)は微分可能性だけを必要とし,さら

に,証明の本質を平易にまとめると3年生にも理解

できる内容であると思われる.時間的に余裕がない

ので授業で取り扱うことはできないが,プリントを

配布し自学させ,分からないときは質問に来させる

のがよいと思う.

3･3 コ-シーの積分表示

通常は微分可能であることとコ-シーの積分定理

を用いて証明されるが,ここでは意味を理解するた

めの導入として,正則関数がテーラー展開可能であ

り,項別積分可能であることを使って成立している

ことを示す.これは,前記の④より次のように明ら

かであり,学生にとって意味が分かり易い.亡O

f(I)-∑an(I-cLrのとき,

lc盛 -Jci無 ･pyca"(Z一軒lゐ
CO

-27EL'Lb=27EL'/(a)となり,成立している.

【可1 正則関数の証明の流れ
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ただし,これも循環論法になってしまうため,あ

くまで,学生に対してコ-シーの積分表示の意味を

理解させるためのものである.このことは学生に対

して注意を促しておく必要がある.正式な証明は正

則関数のテーラー展開の項において行うことを学生

に伝えておく.

導関数の積分表示も次のように同様に証明できる.

lc# ゐ-凱 震 臣 かtc莞 ゐ

-2niak-2ni･畢

00
惑.1lcan(I-arkllゐ

こちらは,正則関数の級数展開の証明には使われ

ていないので,これは問題ない.コ-シーの積分表

示と数学的帰納法を用いての証明は,学生にとって

非常に分かりにくい方法といえる.

3･4 関数の展開

正則の定義を近傍での微分可能として,図1のコ

-シーの積分定理,コ-シーの積分表示,テーラー

展開の道筋で鋭明して,正則の定義が近傍での微分

可能性とテーラー展開可能であることが同値である

ことを説明する.

また,リュ-ビルの定理や代数学の基本定理につ

いて触れておいた方がよいと思われる.

3･5 孤立特異点と留数

複素関数f(I)が点αでk位の極の場合,(亡I

I(I)=∑an(I-a)"の係数anについて考えると,
n=-i CO

g(I)-(I-αYf(I)とすると.g(I)-∑an_.(I-a)"
となり,g¢)は正則関数である.

乃=0

したがって,テーラー展開の係数の公式より,

an-.=夏祭 -.li-嘉 若く(I-αYf(I))
これに対して,真性特異点の場合はこのように正

則関数を作ることができないため,各係数は微分に
CO

よる表示ができず,I(I)-∑an(I-cL)nに対して,

an-去 Ic# ゐ 蒜 表示だけが可能であ
ることを指導する.

k位の極のとき,係数an_kの計算公式において,

Tl=k-1としたときが,留数の計算公式であること

に注意する.

高専の複素関数論の理解においては,テーラー展

開が重要な要素となっている.このため,微分積分

Ⅱにおける実数変数のテーラー展開における指導が

重要といえる.

4.おわりに

理論的な流れで整然と体系的に授業を行うことが

学生にとって理解し易い順番であるとは思われない.

点αで正則の定義も近傍で微分可能と定義するよ

りも,近傍でテーラー展開可能という定義の方が理

論的に高度なことが要求されていると考えられ,一

般的には理論的に簡単な前者を正則の定義とするの

が普通である.しかし,その後の指導や学生の理解

し易さ,全体的な見通しを考えると,高専の学生を

指導する上では後者の定義の方がよい.授業におい

ては,後者を正則の定義とし,後に2つの定義が同

値であることを級数展開のところで説明して,一般

的には正則の定義は前者であることを注意すればよ

いと思われる.

3年生の数学B(複素関数論を含む)の授業を担当

した賂合においては,3年生の授業ではこのような

指導方針で指導してきたが,1,2年は混合学級で

あり,3年生以上は学科ごとの学級であるため,1,

2年の複素数についての関連分野の授業担当者が違

うため,一斉した指導にはなっていないのが現状で

ある.実際には復習も多く取り入れて授業を行って

いる.また,効率的な授業をするためにも,授業の

流れにそって内容をまとめたプリントによる指導も

必要である.

3年で複素関数論の理解を深めるための指導の工

夫として本稿を取り扱ったが,4年生で指導する場

合においても同様であると思われる.また,専門科

目との関連から考えると,本稿で述べたように早期

に複素平面や極形式,複素数の四則演算の図形的意

咲,オイラーの公式などについて取り扱っておいた

方がよいと思われる.
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