
最適公共投資配分の統計的制御の通用性*
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1. ま え が き

公共投資は国家,あるいは地方公共団体にとって,社会資本の充実･整備,経済成長等の

目的を達成するための重要な手段である.公共投資による社会環境 ･教育環境の整備は,坐

活基盤の育成資本として重要であり,また,道路,港湾等の施設は,その整備に巨額の投資

を要し,かつその効用は広汎多岐に,長期間にわたって発揮されるため,長期的な見通しに

たった周到な計画のもとになされる必要がある.計画の立案にあたっては,計量経済モデル

を用いた公共投資等による経済効果の計測を行なう.計量経済モデルとは,多数の経済変数

間の関係を方程式で表わしたものである.従来,日本では,経済企画庁の経済審議会企画部

内に設けられた計量小委員会が日本経済の計量経済モデルを作成し,それを用いて目標変数

が政府の意図する数値となるよう,公共投資量等の政策変数を試行錯誤的に動かし,実現す

るであろうと思われる将来の国経済の予測を行ない,それを企画部会の政策小委員会や他の

分科会の審議の資料としている.しかし,望ましい目標変数を実現させるための最適な政策

変数を兄いだすた桝こは,'非常に多くの試行錯誤を繰り返すことになり.また信頼性の点で

も問題がある.そこで本研究では,これらの問題点を解消するための公共投資の最適化問題

の定式化を行なう.

2.計量経済モデルを導入した動的システムモデルの定式化

本研究においては実用性を考慮し,分析で扱われる統計量が年単位で集計されることから,

時間を離散時間とし,対象とする地域の経済システムを,情報制限最尤法,2段階最小2乗

汰,逐次最小2乗法等により作成された統計的な計量経済モデルで表わすことを考える.

いま,i期における̀内生変数をX(i),投資量を表わす政策変数を Y(i),外生変数を V(i)

とすると,線形の計量経済モデルは,

.I( 1̂ A(
xtt)-AIXtt)+2]A2(m)Xtt-m)+2]Bl(m)叩-m)+刀 cl(m)TT(i-m)+D' (1)

m-I m-I m=0

のような一般式で表わすことができる.ここで,X(i),Y(i),V(i)はそれぞれ nl,n2,n8

次元ベクトルとしたとき,Al,A2(m)は nlXnl,Bl(m)は nlXn2,Cl(m)は nlXn8のパ
ラメータ行列であり, α は 乃1次元の定数ベクトルである.また,〟はモデル中に含まれ

る最大の時間遅れである.ここで該当しない時間遅れをもつ変数にかかるパラメータの値は
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0とおけばよい.

さて,式(1)をもとに誘導型の方程式を導くと,

A( T̂ t̂
x(i)-刀 A(m)X(i-m)+∑ B(m)Ytt-m)+≡C(m)V(t一m)+D

m=1 m=1 m=0 (2)

となる.Zは nlXnlの単位行列とすると

A(m)-[Z-Al]~lA2(m),B(m)-[I-Al]llBl(m)

C(m)-lZ-Al]-1Cl(m), D-lZ-AlrlD'

である.さらに(2)式について,m-i+1とおくと

〟-1 〟-I

x(i)-2]A(i+1)Xtt-i-1)+A(1)Xtt-1)+刀 B(i+1)Ytt-i-1)+B(1)Ytt-1)
i-I l'=1

〟-1

+∑ C(i+1)V(ト ト 1)+C(1)V(i-1)+C(0)叩 )+D (3)
J'=I

となる.さらに

〟-1 〟-1 〟-1

xl(ト1)-刀 A(i+1)Xti-i-1)+刀 B(i+1)Ytt-i-1)+2]C(i+1)V(トト1) (4)
llコ1 1-1 1-f;1

とおくと,読(3)紘

X(i)-Xl(i-1)+A(1)Xtt-1)+B(1)Yltt-1)+a(1)V(i-1)+0(0)叩 )+D (5)

と表わせる.(i+1)期についても同様に考えると

X(i+1)-Xl(i)+A(1)Xtt)+B(1)Ytt)+ql)V(i)+C(0)V(i+1)+D (6)

となる.ここで XI(i)について考える.読(4)について t-i+1とし,i-)'+1とおくと

〟-2 〟-2

Xl(i)-刀 A(2+)I)Xtt-)'-1)+A(2)Xtt-1)+2]B(2+)')Yti-JL1)+B(2)Ytt-1)
7-1 )-I

〟-2

+2]C(2+)')V(i-JLl)+C(2)V(i-1)(7)
)-1

となる.ここで

M-2 M-2 M-2

x2(ト 1)-2]A(2+)')Xtt- il l)+刀 B(2+)I)Ytt- )I-1)+2]C(2+)')V(i-JLl)(8))-1 )'=l jEll
とおくと

Xl(i)-x2(ト 1)+A(2)Xtt-1)+B(2)Ytt-1)+C(2)V(i-1)

となる.同様にして

(9)

Xk(i)-Xk.1(i-1)+A(k+1)Xtト 1)+B(k+1)Yti-1)+C(k+1)V(i-1)
(k-1,2,･･･,M12) (10)

XM_1(i)-A(M)Xtト 1)+B(M)Ytt-1)+qM)V(i-1) (ll)
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ここで新たに得られたデータX(i)を Xo(i)-X(i)とおくと

Xo(i)-Xl(i-1)+A(11即ト 1)+B(1)Ytt-1)+ql)叩 -1)+0(0)Tr(i)+D (12)

式 (10),(ll),(12)より

xt-gxL_I+Tut_I+¢vt_1+d

と表わせる.ここで xt,uE,VE,F,Il,¢,dについては,

▲l
▲･◆

S!
〃

≡■■∫

｡■●
‡〃

▲⊥▼
‡

●‥
▲･◆
▲⊥▼

〃

〃

〃

〃

≡5.

A(〟 -1)0 0-∫
A(M) 6 0･･･o

1 1

uL=n2蒜 vt-nn33巨 諾 _ 1,]fn･2n3=n 3,

⊂=

¢-〝1f
nl手

招1‡

nlI

n3n3
十･◆ ■･◆
qO)C(1)

0 C(2)

0 C(〃 ･1)

0 C(〟)

千〟≡.α

(13)

l
⇔8
0
-
0

0

となる.(13)式を用いて,公共投資の最適化問題の定式化を行なう.

3. 動的計画法を用いた最適制御政策

本研究における目的は,i-1,2,･･･,N なるN期にわたって,ある評価基準を最適にす
るような 的 を求めることである.いまその評価基準を ふ としたとき,

〟

JN=2]aLXtL-I (14)

のような状態量の線形の式で表わす.句は政策によって与えられるものであり,経済システ

ム内の最大化したい変量,例えば,生産所得,個人所得,歳入,税収等に対する重みベクト

ルである.ここでは,読 (16)を最大にする uo,ul,.･･,uN_1を,線形制約条件

Ht(xt,ut)≦0 (i-0,1,-,N-1) (15)

の下で求めることを考える.この制約条件は,∬′あるいは 的 に上限値,下限値が設定され

ている場合も含んでいる.

式(16)のように,与えられた期間内において最適化を行なう場合の最適化手法として, こ

こでは動的計画法を用いる.読(16)を変形して

〟-1

JN-aNXN+∑ a,Xt-aN(FxN_.+run_1+¢vN_1+d)+JN_Ii-I

として,まず最後の期間についての最大化を行なう.

(16)
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式(18)より,制御されるのは,つまり最大化されるのは右辺第2項だけであるから,次の

線形計画問題を解くことになる.

目的関数 ; 恥√〝〟ー1 ---- maXlmlZe

P M

制約条件 : 刀 ∑ u,･''(N-1)≦a(N-1)xt(N-1)
)'zjli-1

}/I(N-1)≦u/I(N-1)≦jL/(N-1) (19)

ここで,iは投資量の種類,)'ほゾーン数である.読(18)は投資量の合計に対する制約で

あり,a(N-1)はN-1期における全公共投資量のxE(N-1)(例えば地方公共団体の歳入量)

に対する割合である.式(19)はそれぞれの投資量の上下限値である.

i期におけるそれぞれの公共投資量が全公共投資量において占める割合ベクトルを ヮLと

おくと,政策変数ベクトル 〝′は次のように表わされる.

uL-a(i)xL(ih-FtxL7E (20)

このように政策変数がおかれると,式(16)～(18)の線形計画問題は次のような問題に変換

される.

目的関数 : aNTyN_1 - maXlmlZe

P M

藷南 条# : 刀∑y/'(N-1)≦lJ=1i-1
L/'(N-1)≦?/-(N-1)≦U/'(N-1)

ここに LJ.zl(N-1),U,･J'(N-1)は ?,i(N-1)の上下限値である.

N-1期の最適解を ヮN_1事として次に最後から2つの期間についての最適化を行なう.

式(13),(16),(20)を用い,

JN-aNXN+aNXN_I+JN_I
-(aN_I+aN(F+IlヮN_1*FN_I))FxN_2+taN_I+aN(F+Tワw_l*FN-1))run_2

+taN_1+aN(F+TヮN_l*FN_1))(QvN_2+d)+aN(¢zJN_1+d)+JN_2 (23)

となり,(23)式 より最大化されるのは,右辺第2塀であるので,次の線形計画問題を解くこ

とになる.

目的関数 : a-N_Irワn_2 --- maximize

P M

制約条件 : 2]刀 ?,･J-(N-2)≦1
)=1i-1

L,･E(N-2)≦甲,･'(N-2)≦Uji(N-2)

ここに dN_1-aN_1+dN(F+TlqN_l*FN_1)
同様の操作を行なうことにより,任意の第k期については,次の線形計画問題を解くこと

によって投資割合でk*を求めることができる.
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:maXlmlZe

P M

-制約条件 ･･∑2]7,i(k)≦1)--Iz'-1
L,i(A)≦ヮ/(A)≦U,i(k)

ここに, dk.1-ak.1+dk.2(F+ZIvk.1*Fk.1) (k-0,1,-,N-2)
aN-aN, uk*-FkX岬k*
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(27)

(28)

(29)

このように,評価基準が 式(14)のように線形で,しかも,(28),(29)式のような線形制約条

件の下で, 読(13)の経済システムモデルを用いて最適化を行なう場合,試行錯誤を行なうと

となく容易に最適解を得ることができ,大規模なモデルにおいても適用可能である.

4.仮想モデルを用いた計算例

ここでは,システム方程式,制約条件および,目的関数がすべて線形の場合について,伝

想的な計量経済モデルを用いた数値計算例を示す.対象とする地域は5つのゾーンに分かれ

ていて,1,2ゾーンを中心業務地区,3,4ゾーンは中心業務地区をとり囲む地区,5ゾー

ンを最も外側の地区として次のような変数を用いる.

xjl(i):t期のゾーン)'における住宅立地量

xJl2(i): /! 商業立地量

xJ･3(i): JV 工業立地量

xJ･4(i): U 地価

xj5(i): ･V 道路関係の投資ストック量

xJ･8(i): ･V 鉄道関係の投資ストック量

x7(i):t期における歳入

yJ･l(i):l期のゾーン)'における道路関係投資畳

yj2(i): p 鉄道関係投資量

x,yはそれぞれ状態量,政策変数を示す.これらの変数を用いて作成された計量経済モ
デルについては,その数が膨大であるため,ここでは割愛する.月的関数については,次式

のとおりである.

10
JN-2]x7(i)ELI

(30)

本章では計画期間10年を通じて歳入を最大にするような鉄道,道路関係投資量を求める.

ここで,

ケース1

ケース2

ケース3

ケース4

ケース5

最適化を行なった場合とそうでない場合の比較を行なうため,

:最適制御を行なった場合

:すべての投資割合を均等にした場合

:ゾーン1,2における投資割合を大きくした場合

:道路関係の投資割合を大きくした場合

:鉄道関係の投資割合を大きくした場合

として計算を行なった.その際の投資割合については表-1に示してある.これらのデータを
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表-1 投 資 割 合

二忘＼､､171.日 le巨 IIで::I,,Jllて･.il 1,･ll,,.3 I7.51日 .se
0.20I0.20I0.20I0.20I0.20[0.20I0.20L0.20I0.2010.20

0.0110.0110.010.0110.0110.0110.0110.01
0.1010.1010.100.10I0.10I0.10I0.10L0.10

0.2010.2010.1510.1510.10 0.10I0.0410.04
0.15[0.05I0.15I0.05I0.15 0.0510.1510.05
0.0510.1510.0510.1510.05 0.1510.0510.15
上:上限値 下:下限値

義-2 最 適 投 資 量

ua之 I u▲l l u42

2.2910.ll

訂盃l堅塁
3.ll10.16
3.7810.19
4.69I0.23
4･39I9LBg
5.54I0.37
9.3610.47
ll.9110.60

注)~は投資割合が上限 _は投資割合が下限

もとに求められた各期の最適公共投資は表-2で示したとおりである.

表-2から,最適制御を行なった場合,義-1で与えられた上下限値を各投資量ごとにま

ちまちに配分されており,表-1のケース2から5までの投資割合とはかなり違った配分と

なっている.義-2の投資配分より,-このような配分を行なうことは,上記の最適制御手法

を用いなければ不可能と思われる.

次に実際にこの最適手法が有効かどうかを調べるため,作成した計量経済モデルを田い,

ケース1からケース5までの投資割合を代入することによって,このシステムの将来の動き

を予測し,目的関数を求め比較を行なう.

計量経済モデルを動かすための,状態量の初期値については表-3に示す/また,ケース

1からケース5までの日的関数値については表-4に示す.
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表-3 初 期 値

義-4 日的 関 数値

CASE-3 lCASE-1 CASE-5
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表-4から,最適制御を行なったケース1の値が最も大きく,上記の理論が有効であるこ

とがわかる.

5. ま と め

本研究においては,目的関数,システム方程式,制約条件が線形で与えられた場合の動的

計画法を用いた最適公共投資問題の定式化を行ない,大規模な問題に対しても試行錯誤を行

なうことなく最適値を求めることができることを示した.しかし本稿ではすべて線形式を用

いており,もしそれらが非線形であったり,式(20)のように最適公共投資が状態変数によっ

て与えられない場合には,動的計画法の計算効率は著しく低下する.この場合は,分解原理

等の他の解法の検討が必要である.また,本稿では,経済諸変量の関係を乱す不確定要因を

考慮せず,パラメータも確定的なものを用いたが,実際には,これらは長期間の経済諸星の

変動に伴ない考えなくてはならない問題であると思われる.

第4章において,目的関数として歳入をあげたが,実際のマクロ経済モデル等の複雑なシ

ステムにおいては目的関数の選定は非常に重要であり,また難しい問題である.このような

問題は様々な分野を研究して選定しなければならないだろう.

以上のような課題は残っているものの,このような最適制御理論は,実際に応用する際に

はさまざまな困難に出会い,得られた結果の実行がよい成果を出すという保証はないが,戟

々が決定しようとする変量,現在の状態を規定する変量等が明確となり,問題解決へ導く指

針となるであろう.また,今まで経験や直感により解決していた問題が,システムの規模や

複雑さが増した時,経験や直感で処理しきれなくなった場合に非常に役に立つと思われる.
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