
多変数関数徴分積分学の基本事項の解釈についで

藤 原 重 幸 * *

多変数関数の理論は1変数のそれに比べると,はるかに面倒である.

教育的見地でこれを見るとき,いくつかの問題点が見出される.

普通現われる関数の形にも分析らしいものがなく,関数の合成の概念も明確ではない.さ

らに多変数の場合の重要定理は,8-∂式厳密理論にのみこだわっていると理解の見通しを

悪くしてしまう.全教分の概念は一見模糊としているが,その携能面において価値をつかみ,

多変数関数の近似理論に食いこめは,単純化すなわち線形化という着想で,難解定理を理解

し易いものに変えうる.今一つ,多変数関数の理論展開で,多次元量などの基礎概念をあい

まいにして,ただ類推のみで-きェに一般化してしまういき方にも問題がある.

以上を要するに,本稿は教育的配慮において,線形代数的手法により多変数解析の理論展

開を円滑化せんとする試みである.

1. 対象となる関数の集合の構成的なとらえ方について

数分法 ･積分法は関数に対する一種の演算であるから,現代数学の立場からすれば,その

対象となる関数を明確にしておきたいわけセある.通常,現われる関数は初等関数といわれ

るもので,定義は ｢有限個の実数あるいは複素数の関数で,代数関数,指数関数,'対数関数,

3角関数,逆3角関数,あるいはそれらから合成関数を作ることを有限回施してえらられる

関数｣となっている.この定義の文章表現は簡単すぎて,多変数の場合内容が漠然としてい

る部分もある.ここでは多変数の関数を,形の上で,式の集合としてとらえ,それを拡大し

て初等関数に近づけることを考える.例として2変数で行う.

基本関数の集合 A-txmynl(m,n-0,1,2,･･････)をもとにして,実係数の一任意個数の一次

結合 (実数cmn,非負整数Pに対し ∑ cmnxmyn)の全体を弘 とする.勺乳;はこの中や
m+n≦♪

加減乗法が自由にできる.次に% の任意2元f,gに対し f/gの形のものの全体 QIlを作

る.耽1は四則 (加減乗除)計算が自由にできる.% ⊂乳1である.

B-txmyn,e∬,ey,sinx,Siny,cosx,cosyl(m,n-0,1,2,- -)をもとにして突係数の任

意個の一次結合を作り,その上で加減乗法で閉じた集合として 懇｡,乳 の上でさらに除法を

認めて四則で閉じた集合 581を作る.続いて, 懇1の中へ合成関数の考えを入れる.うまり,

三つの関数 f(x.y),a(x,y),h(x,y)に対して fo(a,h)とは f(a(x,y),h(x,y))の意味で

ある.こうしてえられた関数の全体を582とする.

基本関数の集合Bに 所 ,QF(m,n-2,3,- -),logx,logy,Sin-1x,Sin-ly,Cos-1x,
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Cos-Iyなど1変数の場合の逆関数をつけ加えて,集合 Cを作り,Bのときと同様の操作

で関数の集合 信0,61,信2を作る.580⊂懇1⊂懇2,60⊂61⊂信2である∴

ここでえられた 弘 はいわゆる整式 (整関数)の集まりで, 関数の集合としては最も小さ

いが, R2全域で定義され,実用価値は大きい (無限回連続的数分可能であり,ワイェルシ

ュトラスの定理から連続関数の近似に用いられるなど).乳1は有理関数の集合である.62

は上記定義の初等関数とは完全に一致しないが徽積分学の対象として十分な大きさをもつ.

関数の一般的定義-ディl)タレ式-との関連については,R之での定義域を有限個に分割

したとき各区分領域で 信之の形になっていれば,拡張された初等的関数とみることにする.

2. 多変数関数の写像としてのとらえ方について

前節の関数の集合の拡大では,関数の合成の概念が大きな役割を果している.合成は加減

乗除よりははるかに一般的な操作である.ここでは合成概念の明確化のために,多変数の関

数を写像の考えでとらえることにする.

ユーク1)ッド空間Rn(ここではn個の実数の組 (xl,x2,･･･,Xn)の全体とみておく)の各

点に Rmのある点を対応させる規則を RnからRmへの写像 (関数,くわしくはn変数の

ベクトル値関数)という.関数Fによって Rnの点xに対応するRmの点をf(x)とかき,

I:R"-Rmで示す.

i) Rn-R(n≧2)のとき,Rnの部分集合からRへの写像,これがn変数の関数である.

この関数の全体は前節の 信2を含むようなはるかに広いものである.

ii) R-Rn(n≧2)のとき,R∋tに対しn個の1変数関数 fl(i),f2(i),･･･-,fn(i) があ

って,n次元ベクトル (fl(i),fB(i),-･･･,fn(i))が定まるの意である.

iii) Rn-Rm(m,n≧2)一般の場合である.Rn∋x-(xl,x2,･･････Xn)-y-(yl,y2,-,ym)

-(fl(X),f2(X),･･･,fm(x))∈Rm ここで F'.(x)-fi(Xl,x2,･-･･Xn)(i-1,2,･･････,m).

点xがRnの飯域Aを動くとき点y(I(x))が Rnの領域Bを作る.

写像の合成.I:A-Rm,a:B-RL'(B⊂Rm,A⊂Rn)に対して,合成写像 gofとは

gof(x)-a(I(x))のことである.くわしくいうと f(x)-(fl(Xl,x2,-,X"),･･･,fm(xl,x2,･･･,

xn)),a(y)-(gl(yl,y2,･･･,ym),-,gb(yl,y2,-,ym))のとき gof(x)-(gl(fl,･･･,fm)･･･,

g♪(fl,- ･･･fm)).,

写像の集合はその要素の間の合成によって,著 しく要素を増し拡大する.複雑な写像を簡

単な形の写像の合成に分解することは屡 必々要になる.

3. 多次元空間の位相と計量について

f:Rn-tRm(m,n-1,2,3)だけを考えていれば,R,R2,R3の位相は常識的なユーク

7)ッドの距離であり､,その中の図形の測度 ･計量 (長さ,面積,体積,角度)なども明らか

で一々ことわるまでもないが,Rn(n≧4)となるとこれらについて明確な定義が必要である.

･1変数の延長として多変数の関数の連続性を考えるとき,Rnに何らかの位相の導入をす

る.しかも数分可能性という考察のためには,Rnに距離概念も要求される.距離空間の構

成の基礎としてはノルムの定義があればよい.すなわち Rn∋x-(xl,x2,･･･,Xn)に対して

ノルム JIx‖-ノx12+x22+ .･････+xn雪を定義する.これよりRn∋x,yの距離として d(x,y)
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-lLx-y日とする.Rnのノルムは,実は内積の考えから導かれるもので,長さ,距離,角皮

の概念はすべて内積を媒介として,R3からの拡張概念であり,直交性が基調をなしている.

それゆえ,測度一体積-は,A⊂Rn, Aを閉方体 (シュワルツは敷石と呼ぶ)lal,bl,]×

la2,b2,]×･･････×[a",bn,]の体積を (b1-al)(b2-a2)･.････(b〟-an)で定義する.

f:A-R(A⊂Rn)なるn変数関数の領域Aにおける多重積分の定義は次のようになる.

[a.･,b,･]をNL個に分割することをPiで示し,p-(Pl,P2,･･･,Pn)で, この閉方体をN

-NIN乞-Nn個の小閑方体に分割することとする.任意小閑方体をS,その体積をV(S),
Fが連続のとき,S内の任意の点Sに対し Iim ≡I(S)V(S)(N-∞ は閉方体の各辺を無

N･-め S

限小分割)が存在することが,コ-シーの定理から保証されて,これを記号で次のようにか

く.

lAf･J｡f(x)dx また可｡
I(xl,X2,.･･,Xn)dxldx2--dxn など.

閉方体でない閉領域 A⊂Rnの測度はR2におけると同様に定義する.閉領域の積分も同

様, I.'AxB-R(A⊂Rn,B⊂Rmともに閉領域)が連続のとき,積分の見次化を保証す

ると同時に,積分の順序変更を可能にするものとして,次のフどこの定理がある.

LxBf-JA(IBf(x･y)dy)dx-JB(I｡f(x･y)dx)dy,xEA･yEB･

測度と積分の定義からの上記定理の確認はきわめて基本的なことである.

4.全微分の概念とその機能について

2変数関数 Z-?(x,y)を例にとる.点 (x,y,I)が空間曲線を作るような場合, tがR内

の区間を動き x-x(i),y-y(i)従って Z-I(i)であって,微分の公式として

%-%%･%% ･

これを簡単にして

dz-% dx･E dy

とかくのほ形式である.

上でX,yを独立変数にとれば,x,yの微小増分△x,△yに対するZの増分△Zが△2-

9(x+△x,y+△y)-p(x,y)幸 PJ△x+Py△y となることから△x-dx,△y-dyとL dz-

pXdx+Pydyとおくことは △Z幸dzという近似式上重要な意味をもつ.全微分を行列で表

現すると合成関数の場合つかみ易くなる.これを次に示す.I-P(x,y)x-I(u･V)のとき dz-(意意)(dd,x)-(若者)(;uu,x:)(dduv)y-a(u,V)
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この表現は 2-I(x,y),x-g(a,V),y-h(u,V),u-1)(S,i),V-q(S,i)のとき

dz-(zxzy)農 ,xvv)(:ssuv:)(芸)

のように発展して便利である.

ここに現われる偏導関数の要素をもつ各行列がそれぞれの多変数関数の ｢ヤコどの行列｣

なのである.上記のR2のベクトル変量 (du,dv)に対し全教分 dxはRの変量である.

f:Rn.I-Rなる関数の全数分を求めることは,1変数関数の場合の数分を求めること-近

似理論の拡張とみてよい. y-I(x)-I(xI,X2,- -,Xn),D.･f-aJ:/∂xEとして

dy-Dlfdxl+D2Jdx2+･･･-+Dnfdxn

-(Dlf,D2f,--,D"I)(dxl,dx2,- -,dxn)t

と行列表現でき,(1,n)行列 (Dlf,D2F,-･･･,D"I)をFのヤコビ行列,数分 Dfとかく.

やや厳密にいうと,Fの定義域内の X,X+h(llh‖微小)に対し,a-(al,a2,--,a")が存在

して f(x+h)-I(x)-alhl+a2h2+--+anhn+o(llh‖)(ノルムはRnで) (0はランダウ

の記号)とかけるとき,fはxで全教分可能といい,a,I-DLf(x)となる.

f:Rn-Rmなるベクトル値関数については f-(fl,f2,- ･･･,fm)として,全数分の表現

( )-(
dfl､′DlflD2fl･-･･DnflIIdxl

腔
dx2df2 Dlf2D2f2･･･-Dnf2

dfmI ､DlfmD2fm･--Dmfm'､dxn)
A-(DLfj(X))(m,n)%

をうる.前記同様,RnのFの定義域内 x,x+h,(llh‖微小)に対し,上記行列Aが存在し

て IIf(x+h)-I(x)-A(h川-o(Ilh‖)となるのである.このAをFの数分といいDfでかき,

このAは(m,n)形ヤコピ行列とよばれる. (左,右辺のノルムはR桝,Rnでとる)

5.一対-対応の判定とヤコビ7ンの役割(=ついて

P:RカーRmなる写像の中で P(x+y)-P(X)+P(y)かつ P(lx)-lP(x)をみたすものを線

形写像という.ここでAは任意実数, x,yはやの定義域内の任意2元とする.

この線形写像 Pに対して(m,n)形行列Aが一意に存在して P(x)-Axと表わされること

は,線形代数学の理論として大事である.

上記でとくにm-nのときPをn次元線形変換という.線形変換 P:Rn-Rnが一対一

対応であれば,任意の y∈Rnに対しP(x)-y となる x∈Rnが定まり,逆変換 P-1が定

義される.このことを簡潔に述べると次のようになる.

線形変換pに対応する行列をAとすると 9-1が存在する= Aが正則である.(JAl≒o)

一般の場合として,線形でない変換 P:Rn-Rnについて考える.n-3を例にとる.

P:R3-R3を線形変換で近似することを考える.変換 pの定義域は R8∋(V,V,W)を含

む開集合とする.P:(a,V,W)-(x,y,I),x-I(a,V,W),y-3(u,V,W),a-h(u,V,uJ)と

して,全数分の行列表現

(dZi)-(;I:ulf:V訓 dddZ)をうる･
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点(u,V,W)一点(x,y,a)の徽小近傍の対応として △x-dx,△y-dy,△2-dxとみな

してPを近似して,点(a+du,V+dv,W+dw)一点(x+dx,y+dy,a+dz)と考えれば,

対応点の各々をむすぶベクトルの成分 (du,dv,dw)から(dx,dy,dz)への変換を上記行列

で行ったことになる.点(u,V,W)の局所近傍では行列の各要素は定数とみている. この変

換の行列-ヤコどの行列-の正則性の保証がヤコピアソ′≒0によってえられる.すなわち

点(x,y,a)の徽小近傍においてJ≒0となれば,点 (a,V,W)の近傍に (x,y,I)の適当な

近傍が対応して存在L;その両者が一対一となるのである.

この理論は一般のnに対してそのまま成立つ.このようにヤコどの行列は変換の線形近似

上大切であり,またそれが線形性ゆえに一対一の判定における役割も著しい.

6. 重積分の変数変換とヤコピアンの意味について

まず準備をする.線形変換 P.'R3-R3は次の行列表現とし,変換行列Aは正則とする.

(y: )-(a:3:b:1: C:8:)(: ), (.A,*0,

R3∋(u,V,W)の 0≦u≦hl,0≦V≦h2,0≦W≦h3なる直方体Dの Pによる像集合 P(D)

の体積を求める.辺 0≦u≦hl,V-W-0は x/al-y/a2-I/a8-uなるR3の線分に移る.

他も同様にして や(D)は完全に R3の平行6面体に移される.その体積は3ベクトル a-

(al,a2,a8)hl,a-(bl,b2,b8)h2,0-(Cl,C2,C8)h8を3辺とするのでスカラ-3重積 a･(bxc)

-lAlhlh2h8の絶対値で与えられる.

次に重積分の変数変換の一般理論を扱うことにする.例として3重積分をとる.

空間 R8の有界閉領域 V(物体)での連続関数 P(X,y,I)(密度)の3重積分 (全質量)

描
p(x,y,I)dxdydzを求めるのに,積分変数x,y,Zを別の変数u,V,Wに直すこ

とを考えるのである.変換 p:R3-R3は (u,V,W)-(x,y,I)で,I,a,hは前節同様.

上記積分は領域 Vの致小分割は自由で lim∑pdV の存在はVの可測性とPの一様連続性

(閉領域での連続)から保証されている.PによるヤコピアソJ≒0を佼足しておくとき,

対応 A∋(u,V,W,)- (X,y,a)∈V は一対一である.頂点(u,V,W)の微小直方体 [u,a+

du]×[V,V+dv]×[W,W+dw]の体積は3辺の環で dudvdwであり,これがVの徽小部

分 dVに一対一に写像される. dVを頂点 (x,y,I)の微小平行6面体で近似することを前

節のPの線形近似と上記の線形変換による直方体の像集合の性質から考える.

変換 Pによってuの教小変量 duに対し (a+du,dv,dw)-(x+dx,y+dy,a+dz)とし

て dx-fydu+fvdv+fwdw にて dv-dw-0だからdx-fuduとなる.同様にdy-gudu,

dz-huduつまりこのときベクトル (dx,dy,dz)-(fu,gu,hu)duである.(a,V+dv,W),

(a,V,W+dw)に対するものとして (fv,gv,hv)dv,(fw,gw,hw)dwがえられ,準備のときの

線形変換と同様に,スカラー3重積をとってdVの体積近似として IJldudvdwがでる.

ここで積分の定義式 1im∑pdVにてdVをおきかえて,変換公式

†JJp(x･y･I)dxdyd2-日Ip(I(u,V･W)･.a(u,V,W)Ih(u",W))lJldudvdw(V) (A)
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上では P:R3-R3のときを述べた (R2-R2は簡単すぎる),n変数の一般の変換P:Rn

-Rnのときは帰納法にて行うわけだが,n-3の成立がえられているのでn-4の場合に上

記準備と同様に線形変換Pの考察について述べるにとどめる.

線形変換 P･'R圭一R3'(R4-R+にて独立変数x,従属変数yを強調してかく)

P:y'.-aLIXl+a.･2x2+a.18XB+a.14XI(1≦i≦4,Ideta.･)･Ⅰ≒o)

R壬の閉方体 0≦x'･≦h'･(1≦i≦4)をDとする. R5での像集合 P(D)の体積を求める.

次の変換を媒介にする.IdetaiJ.l≒oだから変数 xiは記号を適当につけかえてa山≒0とし

Pl:ZL-XL(1≦i≦3),zl-a41Xl+a42x2+a48X8+altXI

pl-1:xi-bilZl+b柁Z2+b.･328+b,･4Zl(1≦.･≦4)

を作 り,PoP1-I-92 とする.これに上式を代入 して計算すると簡単になり,

甲2:yi-CilZl+C,･2Z2+C.･8Z3+C,･4Z4(1≦i≦3),y4-24.
これらを組合わせて P全OPl-(9091-I)oP1-90(P1-lopュ)-P となる.

各線形変換 P,91,P2は(4,Jl)形行列で表わされているので,行列の合成を考えれば

1det9ワⅠ-JdetPBIldetPll.また P(D)-(P2｡Pl)(D)-P2(Pl(D)).

変換の行列表現を示すと,

)l
〇

一
〇リ
▲-

ガ
ガ

ガ

∬

i
HH川川はⅦ■_一■旧は相川‖Ⅳ

)

▲
■

o

o

o

Q.I8

0
0
1

Q.I

0
1
0
触

1
0
0

11

iR

E

へ
.J
r
J
J

･

C1
8

8

1

oU

8

8

ct

8

8

0

如
拙
t
J

C.6.
0

11

21

81

0

tL
lC
′)

ー-
I

-111

ニ

)l
O]

3
▲■

γr
P

岬

し
ル

)▲一
.1

▲▼

.I

1
0】

〇〇

._

〃

α

α

α

8
8
cQ
CO

1
2
8
▲一

α
α

α

α

2

e_

2

〇一

1

2

8

▲T

α
α

α
α

l
1
l
■⊥

1
0ムー
CO
.1-

β
ー
P

川
ttb

ニ

)1
2

8

▲■

V
′
V
′
γ
-
y
l

′

t
ll

各線形変換による像集合の体積を考える.R4での体積を記号Vで表わす.

V(pl(D"-Jldz- 1JJdzldz2dz3Jdz4-7a"lv(D)-Ta"Jhlh2hSh4
0≦zt≦hl

V'p'D''-Jldy-1dyLT(I,I,dy8dyedyl-Jdz4'lldse,t,f盗聴 zsdz2dzl

上の2式より V(P(D))-ldetc,･)･ll≦i,)･≦3V(Pl(D))-ldetc.･ill≦,･,)･≦3la仙Iv(D)

-TdetP州detpIIv(D)-IdetPly(D)-ldeta,･)･ll≦.I,).≦4V(D) をうる.
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