
円形断面曲管内主流部の2次流れについて

鬼 頭 勇

1. ま え が き

定常状態に達して後の円形断面曲管内の流れについて種々の理論的研究(1)～(8)がなされてい

るが,いずれも曲管の曲率半径則こ比して円管断面の半径aが小さく,R+aをRと近似し

てその結果を求めている｡また,その解析の方法については,層流領域に関するものはNavi-

erStokesの運動方程式を境界条件を入れて解き,級数による近似解を求め るか,(1)(2)また

は,数値計算で解く立場(7)(8)と,断面中央の主流部と管壁に沿う境界層部とに流れを分けて

解を求める立場(3)(5)とがあり,乱流領域に関しては後者の方法(4)(6)がとられている.そこで,

本稿では近似を1歩進めてa/Rの2乗以上の項を微小項として省略し,また,流れを主流部

と境界層部に分ける立場をとり,主流部について運動方程式の近似解を出して,2次流れの

速度分布を求めてみた.

2. 記 号

r･'曲管の軸直角断面内での任意点Pの断面中心0からの距離

¢:OPが曲管の曲率中心と0とを結ぶ直線となす角

p/.･断面位置をあらわす角

'̂:曲管軸の曲率半径

α;曲管の内半径

1㌧ :主流部における流速のr方向 (曲管断面内の半径方向)成分

1ち:主流部における流速の中方向 (曲管断面内の接線方向)成分

帆 :主流部における流速の?方向.(曲管軸方向)成分

P:曲管の軸直角断面内の任意点Pにおける圧力

p:流体の密度 (流体は非圧縮性として-定借をとるものとする)

〟:流体の動粘性係数

C:一諸 曲管の管軸方向の圧力勾配

3. 基礎となる運動方程式

座標のとり方は従来の方法によった.すなわち,

前節の記号を用いれば,図1のように曲管断面内の

任意点Pの座標は円環座標 (T,中,?)であ らわ

すことができて,この座標系に関する Navier･Sto-

kesの運動方程式は,時間と共に折れの状態が変ら

ないものとすれば,次のような形となる.
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V,掛 等賢 一掌 ･R7 % a% 一点賢 覧

-一号･Sffか[(鴇 一哉 )(‡賢 一等 一票)

一定 両 a%(% 一定孟 両 等 ･# )](1)

vr砦 +一弘 ･掌等 ･R7 5 8% ･R%r

-一緒 ･"[(i･烏 )(% ･掌一三号 )

一万主志 ai(i驚 一定 皇帝 a% -遊 覧 )〕 (2)

vr驚 .手 筈 ･R% -R% ･謡 お 箸

p(R+rcos少)
1∂
r∂¢

SSか[(i･‡)階+RT% )

(-‡賢 .京讃 隷 )一定孟 両 島(昔 ･苧

･fa% -R% 4-.据 )〕
(3)

これらの式について,曲管断面位置が曲管入口からへだたっていて流れが一定の状態に達

しているとすれば,圧カタを除く諸量のp方向の変化率は0となり,また,主流部では粘性

の影響が小さいと考えられるので粘性項を省略できる.さらに,2次流れが管軸方向の流れ

に比べて弱いとすれば,V,および1勺の2乗の大きさはVpの2乗に比して無視することが

できる.よって,(1)～(3)式は次のように簡略化される.

Vp2cos¢ _1∂p
R+rcos¢ p∂T･

V,2sin¢≡_i坐
R+rcos¢ pra41

(V,cos中-Ⅴ少Sin¢)
rr∂T･ r a少 ' R+rcos少

連続の式は円環座標を用いる場合,

琵 (ry,)･18% ･R7;5 晋 +

よって,(4)～(6)式と同様に上武は次のようになる.

V,cos少-1左sin¢
R+rcos¢

-0
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+i互生 =o中-1勺sin中
r R+rcos9ウIr 叫

sin¢

(7)
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以上の(4)～(7)式を解くことになるが,(4),(5)式は遠心項が優先していることを意味する.

4.運動方程式の解

先づ,(4),(5)式よりPを消去すれば

雛 什普 r叫 -0
この偏数分方程式の解は

trp-i(rcost)

となり,函数fを rcos少の多項式と考え,2乗以上の項を省略して次式であらわす.

V,-VP+Arcos¢ (8)

近似的に上武のようにあらわしうることは実験値(a)によって裏づけすることができる.これ

杏(4)と(5)式に代入すれば

1∂タ__(Ym+Arc岱¢)2｡;..,I.
pr∂¢ R+rcos¢

しかるに,図1に示す3,y座標をとり,I-rcos4,,y-rsin少とすれば,上式は次のよ

うになる.

ial=｣YL"+Aェ)2
p∂ェ R+I

諸 -o

よって,Pはxとpの関数となり,上の第1式から

i-∫.x解 れ g(p)

-賃料 (2VPA-A2R)I+(V--AR)2log旦 吐 ･g(p)こr

ここでは?方向に流れが変化しない場合を考えているから,管軸上や方向の圧力勾配は一定

となり,dg/dp--Cとおくことができる.このCは一定な数である･ゆえに,

g--cp'管
ただし,Poはp-0における曲管軸上の圧力である.そこで圧力の式は次のようになる･
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号-(V--AR)2log(1+t# )･(2V-A-A2R)rcos什与A2r2C?S2中一Cp･雪
上式右辺の第1項を級数に展開し,a/Rの2乗以上の項を省略すれば

号-争 cosQ･%Ar2C叫 +3A-Zr3cos34一句増
となって,AdleP の結果と同様な式が得られる.

次に,(8),(9)式を(6)式に代入すれば,

C

vAcos中一VQAsinQH篭雲欝(叫 os中一恥 n4)-珂

V,cos中一VQSin¢-
Vm+ AR+2A rcos¢≒ 品 (1-品 rcorQ)

1 2CA

･･vr-vQtan什 競 市 一田 平r

この式を(7)式に代入して,

普 tan4-(V m+AR )2

(Vm+AR)(R+rcos中)

(1㌔ +A R )r cos¢

(1-品 rcosQ)弓 等 -o

をうる,よって,これまでと同じに簡略化すれば

8% tanQ･掌tan" I等 -
C 1

R(l㌔+AR)2Vm+ARrcosや

(9)

(10)

(ll)

この微分方程式の一般解を求めれば

警 tanQ･% tan¢弓 等 -o
を書き直して

sinQ･i,(rVQ)･字ai(rvQ)-0
ここで,Vt-r･E(¢)とおき,中の函数Eの常微分方程式に変えて解けば,E-Kcos2¢とな

り,⊥般解は

VQ-Krcos24･ (12)

ただし,方は任意の定数である,続いて,特別解については

･詣覧轟 -pa, 品 -pb

とおき,(ll)式の左辺がⅤ少について線形であることを利用して,先づ,次の数分方程式を

解くことにする.
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警 tan付 票 tan" f賢 -Po

この式を変形すれば

sinQ･ai(rvや)十字 & (w Q)-Parcos¢

ここで,一般解と同様に,1ち-r･E(¢)とおけば,上式は次のようになる.

纂 +2Etan4-Pa

この解は E-Pasin中cosd,となり,的式の解を Ⅴ≠aとすれば

Vp-Pa･rsin¢cos¢
C(3AR-Vm)
2R(Vm+AR)2

rsin2¢

ついで,次の微分方程式を解く

驚 - ･㌢ - 弓 等 -一蒜 す

Pb

この式を変形すれば

sinQ･a!(rVQ)･宇島(rvQ)--Pb
この解を 1万bとおけば

C

vQb=-PbSin4-一軍ココ灰 Sin4

よって,8分,84)および89式より,微分方程式(18の解は

V4-Krcos2中一& ARSin什
C(3AR-Vm)
2R (一Tm + A R )2

これを(lO式に代入して整理すれば

vr-KrsinQ- ･品 cos中一

しかるに,断面内の2次流れは上下対称だから,

号となり,VQは異符号となることが要求される.

に,流速を与える式は次のようにまとめられる.

vr- 品 C-¢-
Cl3ARIVm)
2R(Vm+AR)2

vQ-一品 sin什

Vp-Vm+AT･cos¢

C(3AR-Vm)

r.sin2¢

C(3AR-1㌔)

(13)

(14)

(15)

23

¢-¢Oと¢ニー¢Oとお くとき,V,は同符
よって,K-0でなければならない.ゆえ

2R (Vm+ AR)2rsin2¢
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5. 運動方程式の解についての考察

2次流れの速度分布を知るために,(16),87)式を変形して無次元化すれば

当芦･vr-C-¢一叢 謎 ･芸･‡cor24-‡芸･‡

当 芦 ･V4--Sin什 器 蓋 ｢･意･‡ sin24

となる.ここで,R/a-20とし,また,伊藤英覚教授(4)の求めた数値によってAa/Vm-0.38

と仮定すれば,AR-7.61㌔となり,曲管断面上半部を図2のように中を150とび,r/aを°.1

__三

とびに分割し,各格子点におけるV,と1勺の値を求め,その合速度の大きさと水平方向との

なす角を計算した.その結果を示したのが表1と表2であって,管壁近くの境界層はないも

･表1 2次流速の大きさ 遊芸些 ノ閉

Xa0 0.1 0._20.30.4 0.5 0.6 0.7 0.80.91.0

0_1.0000 0.9912 0.9823 0.9735 0.9647 0.9568 0.94700.93820.92930.92050.9117

15 0.9914 0.9830 0.9744 0.9659 0.9574 0.94880.94030.93170.92330.9147

30 0.9924 0.9847 0.9770 0.9695 0.9618 0.95420.94660.93890.93130.9237

45 0.9938 0.9875 0.9813 0.9751 0.9688 0.96270.95650.95020.94410.9379

60 0.9956 0.9912 0.9868 0.9825 0.9780 0.97370.96940.96500.96070.9564

･75 0.9978 0.9955 0.9932 0.9910 0.9887 0.98650.98440.98220.98000.9779

90 1.0000 1.0000 1.0001 1.0001 1.0002 1.00031.00041.00051.00061.0007

105 1.0023 1.0046 1.0069 1.0093 1.0116 1.01391.01631.01881.02111.0235

120 1.0044 1.0089 1.0133 1.0178 1.0223 1.02671.03111.03571.04021.0447

135 1.0062 1.0125 1.0188 1.0250 1.0313 1.03761.04391.05021.05651.0628

150 1.0077 1.0154 1.0230 1.0306 1.0383 1.04591.05361.06141.06901.0767

165 1.0085 1.0171 1.0256 1.0342 1.0427 1.05121.05971.06831.07681.0854

180 1.0088 1.0177 1.0265 1.0353 1.0442 1.05301.06181.07071.07951.0883
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表2 2次流れが¢-ooの方向となす角
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0 10.1 】0.2 1 0.3 10.4 1 0.5 10.6 10.7 10.8 10.911.0

萱

薫 賀

≡ ≒ 三千 三

のとして計算をした.この結果から,境界層の厚さを Adler(3)の測定値および伊藤教授(41の

計算値を参考にして仮定し,2次流れの模様を図示したものが図3である.

図 3

表1,表2および図3より,2次流れは曲管内側から外側に向かって流速を減じ,かつ,

流れが拡大してゆき,境界層内の還元流に接続してゆくものと考えられる.D.Greenspan(8)

が層流の場合について Navier-Stokesの運動方程式の解を Dean数0-5,000の範囲にわた

って電子計算機で求めた結果があり,Dean数が2,000の場合の流線を示したのが 図4であ

る.この結果は図3と同様の傾向にあると考えられる.

従来の理論(3ト(6)では主流部の速度分布を次式で与えている.
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図 4

･_ニ _､

･_三 幸+

図 5

V,-去 ~cos¢･ V 4--品 sin少, VP-V-+Arcos¢

この場合,2次流れの速度分布は図5のように一様な平行流であるとしていることになる.

よって,本稿の速度計算式は近似度を1歩進めたものと考えられる.

終りに,参考までに圧力分布を表わす(9)式を変形して無次元化すれば

量(響+cp)-意･fcosQ･老･意(‡cos4)2･i(AaB･意(無げ
となり,速度分布と同様にR/a-20,Aa/Vm-0.38と仮定して計算すれば,圧力分布は図6

のようになる.本稿の遠心項優先の立場をとる近似の程度では等圧線が直線となり,内側か

ら外側に向かって圧力の上昇の度合が強まることになる.

(a)等圧線図

(a)等圧線図

図 6

(b)圧 力分布図

(b)圧力分布図

6.結 び

以上のように,円形断面曲管内の主流部の2次流れについて,近似皮を高めた計算を進め

た結果,圧力分布が内側から外側に向かって次第に上昇してゆき,そのことに結びついて,

2次流れの速度は内側から外側に向かって減少し,かつ,流れが拡がってゆき,境界層内の



円形断面曲管内主流部の2次流れについて 27

流れに移行するものと考えてよいことが判る.

上の結果に基いて,さらに,境界層内の流れや管摩擦について考察する必要があるが,そ

れについては次の横会に譲りたいと思う.

終りに,本稿をまとめるのに必要な資料に閑し種々御配慮をいただいた東北大学高速力学

研究所伊藤英覚教授,京都大学大矢根守哉教授,東京大学宇宙航空研究所小口伯郎教授に深

く感謝の意を表わす次第である.
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