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最近,2階の常徴方程式の解の大域的な存在定理が Schmitt氏(1)によって発表された｡

その論文は幾何学的手法を用いている｡それはある偏微分不等式を満足する曲面を2つ考え,

i-0における解の位相点がこの2つの曲面にはさまれていれば, 解の軌道は大域的に存在

することを定式化し,定理を導いたものである｡

ここに我々は Schmitt氏の与えた定理を解析的な方法を用いて証明した｡ その際,よく

知られている1階の存在定理 (2)も証明した｡

最後に,この定理の応用として,有名な2つの大域的存在定理の証明を与えておいた｡

2.1階の大域的存在の主要定理

定理1 1階常微分方程式の初期値問題

x′-I(t･x)(x'=穿) (El)

x(0)-V(0) lx(0)-W(0)]

を考える.ここで F(I,x)は集合R-((t,x):0≦i<γ,lxl<∞1上で定義された連続な巽
関数であり,V(i)紘〔O,γ)で数分可能かつV'(i)<′(i,V(i)) 〔W'(i)>f(i,W(i))〕を

満足する関数とする｡

このとき x(i)を(El)の任意の解とすると,x(i)の定義域と(0,-)との共通部分にお

いてV(i)<x(i) 〔W(i)>x(i)〕が成りたつ.

証明 tを0から正の方向に増し,内点toにおいて初めてV(to)-x(to)になるとし,矛盾

を導く｡

ioはx(i)の定義域の内点であるから,適当なh>0をとるとき〔io-h,lo+h〕で

I(i,V(i)),x′(i)は一様連続となる｡ゆえにE>0に対し,正数∂(<h)が定まり

1卜 iol<Sのとき If(t,V(i))-I(lo,V(to))1<e/2

Tx'(i)-x'(to)]<E/2

g(i)-x(i)-V(i)とおくと g(to)-0

0<i<toのとき g(i)-g(i)-g(io)-(卜 io)g′(E) t<E<10
-(i-lo)fx'(E)-V'(E)I

(1)
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0<l<ioでg(i)>0 ∴ x′(E)-V′(E)<0 (2)
仮定より f(E,V(E))-V'(E)>0 (3)

(2)(3)より lf(E,V(E))-V′(E)L+lx′(E)-V′(E)l-i(E,V(E))-x′(E) (4)

io-∂<i<toとするとJE-tol<∂ ゆえにf(io,V(io))-I(to,x(io))-x′(to)により
If(I,V(E))-x′(E)I-lf(E,V(E))-I(to,V(io))+x′(io)-x′(E)L

≦lf(E,V(E))-f(io,V(to))J+lx′(E)-x′(to)l
(1)から <e/2+E/2-8
よって(4)により lf(E,V(E))-V′(E)l<e

eは任意だからf(to,V(io))-V'(to)-0となり,仮定f(t,V(i))-V′(i)>0

(tE〔0,γ))に反する｡ よって-V(i)<x(i)が成りたつ｡

ioが定義域の内点でなく境界点のときは,もしioが定義域に含まれれば上の〔to-h,to+h]

を〔to-h,io〕として上と同様に議論すればよく,toが定義域に含まれない場合は証明の必要

がなくなる｡

W′(i)>f(t,W(i))のときW(i)>x(i)が成りたつことも同様に証明できる.

定理1の系 定理1において初期値｢x(0)-V(0)｣を｢x(0)-α,V(0)≦α｣〔rx(0)-W(0)｣

を｢x(0)-α,W(0)≧α｣〕にかえ,他は全く同一な定理が成りたつ.

証明 前定理の証明をみると,尭件x(0)-V(0)は"g(0)-0から0<i<toのとき

g(i)>0"にのみ用い,他に一切使っていない｡ したがって0<t<toのときg(i)>0が保証

されるならよいわけである｡条件x(0)-α,V(0)≦αとかえてもg(i)-x(0)-V(0)-

a-V(0)≧0となり,0<i<ioのときg(i)>0が成りたつ｡以上からV(0)>αとすることは

出来ないことは容易にわかる｡

定理1の系により定理4の特別の場合であり良く知られた次の存在定理が得られる｡ (2)

定理2 1階常微分方程式の初期値問題

x'-I(i,x) (E2)
∬(0)-α

を考える.ここでf(i,x)は集合R上で定義された連続な実関数であり,〔0,γ)で定義され

た微分可能な関数 V(i),W(i)が存在して

V'(i)-I(i,V(i))<0<W'(i)-I(t,W(i))

V(0)<W(0)

とする.このときV(0)≦α≦W(0)なるαに対し,(E2)の解x(i)は〔0,γ)上で存在し,め

(0,γ)で〃(i)<x(i)<W(i)である.

証明 (E2)の解x(i)の存在最大区間を〔0,8)とする.ここで∂<γ
(5)とV(0)≦α≦W(0)よりV(i),W(i)は定理1の系の仮定を満たすから,(0,8)上で

V(i)<x(i) かつ W(i)>x(i)

/. V(i)<x(i)<uJ(i)

囲

は

つ

i-∂のときx(i)は境界 ∂Rへ収束するから単調増加列in-Sが存在しJx(i")ll.…となる.

V(i),W(i)は微分可能であるから〔0,∂〕で有界である.

ゆえにiE〔0,∂〕に対しIv(i)l<M, lw(i)l<M

(7)よりV(i")<x(in)<W(in) ∴ lx(i.)l<M これはlimlx(in)I-- に反する｡′ト.●00
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ゆえに∂≧γ , 当然∂≦γでなければならないから∂-γ
よって解x(i)の最大区間は〔0,γ)であり(7)が〔0,γ)で成 りたつ0

3.2階の大域的存在の主要定理

定理3 2階常微分方程式の初期値問題

xo-I(t,x･x′)(x′-dS xo-砦)

235

(E3)

∬(0)-α,∬′(0)-〟(0,α)

を考える｡ここで′(i,x,x')は集合O-∫(t,x,x′):0≦i<γ,Ixl+lx′l<-1において

連続であり,V(i,x)は集合Rで偏数分可能,Dv(i,x):fvL(i,x)+V,(i,x)V(i,x)-

I(t,x,V(i,x))はR上で常にDv(i,x)>0 〔Dv(t,x)<0〕が成りたつとする｡ただし

vL-∂V/∂t,V.-∂zJ/∂xである.

このとき(E3)の任意の解をx(i)とすると,x(i)の定義域と(0,α)との共通部分において

V(i,x(i))>x′(i) 〔V(i,x(i))<x′(i)〕が成りたつ｡

証明 定理1と同様にtを0から正の方向に増し,内点 foにおいて初めてV(to,x(lo))

-x′(to)になるとし矛盾を導く.g(i)-V(i,x(i))-x'(i)とおく｡
toはx(i)の定義域の内点であるからh>0を適当にとると,〔to-h.io+h]において g(i),

xo(i),I(i,x(i),x'(i))は一様連続となる｡ゆえに任意のe>0に対し,正数∂が定まり

It-iol<∂のとき lg(i)I-lg(i)一g(to)1<6,1xo(i)-xb(io)l<e
lf(i,'x(i),x′(i)ト f(io,x(t.),x'(t｡))1<E

ただしSは∂<hにとっておく｡

0<t<toのとき g(i)-g(i)一g(to)-(i-io)g′(E) i<E<to
-(i-to)IvL(E,x(E))+V∫(E,x(E))x′(E)-xq(E)I

0<t<toで g(i)>0
∴ vt(E,x(E))+V,(i,x(E))x′(E)-xo(E)<0

仮定より vL(E,x(E))+V,(E,x(E))V(E,x(E))-f(E,x(E),x′(E))>0

(9)(18より lvt(E,x(E))+V,(E,x(E))V(E,x(E))-i(E,x(E),x′(E))I

(8)

+lvL(E,x(E))+V.(E,x(E))x′(E)-xo(E)I

-vx(E,x(E))tv(I,x(E))-x′(E))+xq(E)-I(E,x(E),x′(E)) (lD

v.(t,x(i))はDv(i,x)がR上で定義されているので,iElto-h,io+h]で有罪である｡

すなわち IvJ(t,x(i))1<M

to-∂<t<ioとする｡このとき上の(8)(9)的叫が成りたつ.的の右辺を評価する.

(li)の右辺の絶対値

≦Lv,(E,x(i))llv(E,x(E))-x′(E)I+lxo(E)-xo(io)1+lx'(to)-I(E,x(E),x'(E))1
≦Mlg(E)1+lxo(I)-xケ(to)I+lf(i,x(E),x′(E))-I(io,x(t｡),x′(io))I

(8)より <(M+2)e

∴ LvE(E,x(E))+vx(E,x(E))V(E,x(E))-f(E,x(E),x′(E))Ⅰ<(M+2)e

8-0とするとき,∂は8-0にとれるからio-∂<E<toより

vE(to,X(to))+V∫(to,X(to))V(to,X(io))-f(to,x(to),x′(to))-0

これは仮定に反する.toが内点でない場合は定理1の最後に述べた注意がこの場合にも適用
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できる｡不等号が反対の場合も同様に証明できる｡

定理3の系 定理3において,初期値rx(0)-α,x′(0)-V(0,α)｣を

｢x(0)-α,x′(0)-β,V(0,α)≧β｣ 〔rx(0)-α,x′(0)-β,V(0,α)≦β｣〕にかえ他は

全く同一な定理がなりたつ｡

証明 定理1の系と同様であるので省略｡

定理4 2階常徽分方程式の初期値問題

xo-i(i,x,x') (E4)

∬(o)-α,∬′(0)-β

を考える｡V(i,x),W(i,x)は集合Rにおいて偏数分可能であり,次の3条件を満足する

とする｡

(i) V(0,x)<W(0,x) , a<x<b

(ii) Dv(i,x)<0<Dw(i,x)

(iii) 一m(i)≦V(i,x)かつ W(t,x)≦m(i),(i,x)ER

ここでm(i)は〔0,~T)の任意のコンパクトな部分区間で有罪な正値関数とする.
このとき,a<α<b,P(0,α)≦β≦¢(0,α)なる任意のα,Pに対して,(E4)の任意の解

x(i)は〔0,γ)で存在し,(0,γ)上でV(i,x(i))<x'(i)<W(i,x(i))を満足する｡

この定理の証明はSchmitt氏の証明の大筋と同じであるが,幾何学的直観をとり入れて

いるため証明は難解である｡それゆえ,本論文は解析学的な見方で証明を与えておく｡

証明 α,βをa<α<b,V(0,α)≦β≦W(0,α)にとる｡x(i)を(E4)の1つの延長不能

な解 (5)とし存在の最大区間を〔0,∂)とする｡V(0,α)≦β≦W(0,α)と条件(ii)はV(i,x),

W(t,x)が定理3の系の仮定を満たしているから

(0,8)上で V(i,x)<x'(i)<uJ(i,x) 的

もし8<γとすると,最大区間が右開きであるからin<∂,t九一∂なる単調増加列が存在し,
lx′(i.)ド - 一方条件(iii)と的からIx′(i")l≦m(tn),m(i)は閉区間 〔0,∂〕で有界である
からm(t,,)<M,これは Ix′(tn)ド-に矛盾するから∂-T

4.応 用 例

定理2または定理4の応用として,よく知られた次の定理 (6)を導いておく｡

系1 微分方程式(E2)のf(t,x)はRにおいて,If(i,x)l≦M(i)を満足する〔0,γ)上で

連続な (広義)正値関数M(i)でおさえられているとする.このとき(E2)の初期値問題を満

たす任意の解は〔0,γ)上で存在する｡

証明 αを任意に決める.lαl<qなるqを定め

V(i)--21:M(I)dr-(如 q),W(i)-2J:M(I)dT･(Pi･q)
と定義する｡ただし♪>0にとる.V(i),W(i)は〔0,γ)で定義され,その上で微分可能であ
り

V'(i)-I(t,V(i))-12M(i)-♪-I(t,V(i))
lf(i,x)Ⅰ≦M(i)より -f(t,x)≦M(i)

∴ V'(i)-i(i,V(i))≦-M(i)-♪≦-♪<0
同様に W′(i)-I(i,W(i))>0
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上の2つの不等式より(5)が成りたつo またV(0)ニーq<α<q-W(0)より(6)が成 りたち定

理2の俊足をすべて満たすから,定理2により(E2)の任意の解は〔0,γ)上で存在する｡
系1において,M(i)が定数Mとなる特別の場合は良く知られた定理である｡

系2 微分方程式(E2)のf(t,x)はRにおいて連続関数でありかつ有罪,すなわち

lf(i,x)1≦M とする.そのとき(E2)の初期値問題を満たす解は〔0,γ)に延長可能である.
系3 微分方程式(E4)のf(i,x,x′)は集合馴こおいて lf(i,x,x′)l≦M(i)を満足す

るとする｡ただしM(i)ば〔O,γ)上の (広義)正値連続な関数である.このとき(E4)の初期
値問題を満たす解はすべて〔0,γ)上で存在する｡
証明 α(≧0),βを任意に決める｡ 聞くqなるqを定め

V(i･x)--1こM(I)dT-(bi･q)I W(t,x)-IこM(I)dT･(- q)
を定義する｡ただし♪>0とする｡V(0,x)ニーq<β<q-W(0,x)が成 りたち定理4の(i)
を満たす｡

Dv(i,x)ニーM(i)-p-I(i,x,V)≦-♪ (●/ -I(i,x,V)≦M(i))

Dw(i,x)-M(i)+♪-I(i,x,W)≧♪
ゆえにDz)(i,x)<0<Dw(i,x)となり(ii)を満たす.

条件(iii)にいうm(i)をJ:M(I)dT･(bi･q)にとれば,-(i)は〔0･γ)のコソ′<クトな部分
区間で有界な正値関数となるから(iii)をみたす｡

ゆえに定理4により結論が正しいことがわかる｡

系4 微分方程式(E4)のf(t,x,x′)は集合Q上の連続関数でかつ有界であるとすれば

(El)の初期値問題をみたす解はすべて〔0,γ)上に延長可能である.

5.む す び

以上大域的な解の存在定理を1階,2階について証明したが,この方法は階数を増しても

容易に拡張が可能であり,証明は同様に行なうことができる｡それにつれて応用例もいろい

ろ考えられる｡
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