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は り 問 題 の 一 解 法

関 川 三 男*

A Solution of Beam Problems

Mitsuo Sekikawa

TherearemanycasesinwbicIldiscontinuitytakesplaceinbeam problems,

sotllatthisstudyistotrytofindoutasolutionoftlleSeproblemsbytlleCOn･

tinuousexpressionofbendingmomentbytrigonometricalseries.Thissolution

canbeappliedtomanycases.Toefficientlycalculate,nintheseriesexpressi-

onwillbetakenfrom 1to5,andtheresultsareindicatedinthetables.Itis

alsosllOWninthesetablesthatthecomparisonwithtIleSeValuesandtlleValues

from formerdiscontinuousexpression,'thesetablesthereforeshowtherangeof

applicationoftllismethod.

1. 緒 言

●●
はり問題の解法では不連続性が伴うので三解級数を用いてbendingmomentを連続表示する

ことによって一つの解法を試みた｡この適用はきわめて平易な考えで理解されるが計算上で能率

的に進めるため項数を第5項までにした場合どんな荷重や支持妖態に適用できるかな従来の不連

続表示における計算値と比較検討し構造物等への拡張発展について以下の計算例によ り説 明す

る｡
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2.計 算 式

●●

図1のような静定はりに一つの集中荷重がある場合bendingmo.meut

を Fourierの sineの級数に展開する｡

図 1

M-∑ Ansin竿 ･ ここで A- -三笠 sin竿

したがって bendingmoment(M),slope(e),deflection(y),はつぎのようになる.

M =貿 ∑古 sin竿 sin竿 ,

EIO-等空∑i-sin竿 cos雪を･

EIy-誓 ∑去 sin竿 sin竿
荷重状態が変っても重ね合せ法によって同じように展開される｡

*校械工学科
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●●
図2のような不静定はりにおいてほ不静定の momentをAx+Bと

して bendingmomentを

区Ⅰ2

M-2# ∑嘉 S'in竿 sin竿 +Ax･B とおき境界条件よ｡A･Bを決定する｡

すなわち

M -雷 tl三吉 sin竿 S阜n竿 --㌃∑i-sin竿

〔lt2+(-1)A)-3xtl十(-1)～)〕

EIO-S t痘 sin竿 〔l2cos竿 +2lx'2'(-1)n'-3.x2 {1'(-1)n'-l叫

EIy-貰七号三吉 sin竿 sin竿 十三五 sin竿

〔lx2 (2+(-1)～)-x8tl+(-1)n)-l2x〕
●●

となり荷重状態が変った場合は静定はりと河じく重ね合せによって展開するO : ･

■●
p 図3のような連続はりでは不静定量の反力方を deflectionの式を用

いて Wilsonの方法より容易に求めることができる｡

図 3

EIyl-慧 ∑去 sin竿 sinn-dl71････.･pによるC点のたわみ･I

EIyllニー警 ∑去 sin2(空手)-･･･反力又 によるC点のたわみ･i

∴Ⅹ=
-∑1 -sin竿 sinn-W,a

∑吉 sin2(n-d;ti)
･P

支点が数点ある場合も同じように deflectionの式を作りその連立方程式の板が各支点の反力に

なる｡

I:-三!~′≡~_三
図 4

図 5

モ≡芸コ

●●
図4のような片持は■りでは図5, 図6のように分解して各左の bendi-

ngmomentを級数に展開して重ね合せる｡

図5-～ beふdingmomentは

Ml-雷 ∑-n12-Sin-a2W等-sin号 cos% a-.

図6の bendingMomentは

rT z; M2-一票∑吉 sin貰 sin号,

したがって〟-〟1+〟 2として

M -票 ∑去 sin晋 sin号 (cosBi2d,a-- 1),
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EIO- 慧 空∑去 cos署 sin晋 (cos等 ta1-1),

EIy-誓 空∑ 去 sin竿 (sin寄 -sin筈 )(cos署 -1)

雪 = 宇 p

区17

I_J
図 8

●● ●●
図7のような突出はりでは図8のような静定はりに集中荷重Pが対称

に2個ある場合と同じで符号のみが反対になる｡

M -一票 三 吉 s in芋 cos讐 芦 sinn等 IX,

EI0--433112=嘉 sin筈 cos讐 ㌍ cos竿 ,

EIy-一票 = 去sin芋 cos至当 ㌍ sin竿 .

●●
l 図9のような門型ラーメンにおいてはAB材を一つのはりと考え荷
iiiiiiiiiiiiiiii 招

h h

図 9

EIC2=EZIOBより

M-4TiP37∑嘉

となる｡

重PによるA点の Slopeを級数で表わし

EIel±2% 2∑志sin竿 ･とし次に不静定 momentによ

,W るAB材のA点の slopeは 約 --%'･不静定 -0-entによ

るAC材のA点の slope- II03-%h･ したがって EIOl+

1

n-fa(T F3?-･-}lF IIl)

●●
図10の変断面はりではその修正 momentを図11ゐ
ようにして級数展開して修正 mo血entを求めると図10 図 11I

･,-∑sin空[孟 t髪 sin竿 .t I"l-a,sin午 aLl)nsinT ,i

･･慧 零 (苧 (-1)ncos竿 一撃 cosn宇 目

となる｡

本研究における計算例の一般式をつぎに示す｡

E 転 コ _･､" =-警 E icos竿 sipni iX′ヽ1′7 .1

EIO三一撃 電 cos竿 cosn+x

EIy-一莞 曳 嘉 cos竿 sin竿

図 12
･･･････････････････.･.･･･････････(1)



4

与芋 = ヨ
図 13

ヒ± 一三::± ± ]q

BZ)14

歴 璽堅 塁
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JV - 票 亮 sin竿 sin竿

EIe-警 =嘉sin竿 cos竿

EIy-警 痘 sin竿 sin竿

M =誓=(i# )sin竿

EEC-誓 =響 cos竿 I

EIy-警 ∑誓 誓 sin竿

M -警 ∑嘉sin讐 s in竿

EIe-誓 痘 sinnTFdcos竿

EIy-警 痘 sin誓 sin竿

-･-･---------･--(2)

･････.･･･････････････････････.･･.･･･････(a)

--･･････-････--････････-･･-(4)

･M -一警 〔∑与cosniia{sin竿 +n% (-1)～)] I

EI0--禁 〔痘 cos等a{2lcos等-(竿-1)(-1)n)〕

EIy--禁〔∑ 嘉cos竿 {慧 sip竿 -(ギーtx)(-1)～)〕

竺 -23〔痘 sin竿 lsin竿+霊(ll)n}〕

EIe-嘉〔* inniia'212cosn+X-& 2112)(-1)つ〕

EIy-嘉〔∑嘉sin竿 {慧 sin竺デー(x3112x)(-1)nl〕

M -_款l∑皐等 凱 nn+x･3il*(iP 〕

EIe-雲〔≡(4411)(272cos竿-3x2(-1)n･72(-1)nl〕

EIy-雲〔∑廷碧 く慧 Sin竿.(x3112x))]

M -一警 〔克 cos竿 sinn+年書∑嘉cos竿

(芋(1+(-1)A)-{2+(-1)nl)〕
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図 20

__′竺 ∃ ●

図 21

図 22

は り間題 の-解法

Elk--警 〔痘 cosniia(,cos竿 一字

t1+(-1)n)+2xt2+(-1)n)-1)]

EIy-一驚 〔芸∑嘉/cos竿 sin竿 一痘 cosniia

(芋(1+(-1)～)-x2(2+(-1)～)･lx)〕I

M --S l t ∑ 去 s in竿 s in竿 一書∑嘉sin竿

(l(2+(-i)～)-3xtl+(-1)～))]

EEC=慧 〔痘 sin竿 (l2cos竿 .2lxt2'･(ll)n)

-3xBtl+(-1)～)-lB)〕

EIy-慧 〔言∑去sin竿 sin竿 ･∑嘉sin竿

(tx2(2+(-1)～)-xBtl+(-1)り-l2x)〕

M -碧 〔,∑tヒ 崇 辺 sin竿 一言∑(i#

(lt2+(-1)～)-3xtl+(-1)A))]I

EIe-慧 〔∑旦二㌘ (,Bcos竿･2,xt2.(-1)り

-3x2tl+(-1)A)-l2)〕

EIy-慧〔芸 ∑(1# )sin竿 .=誓 些

(tx2(2+(-1)～)-xa(1'仁 1)A)普 )〕

M -讐 1.a .‡sinn-fdracos等

Z221 EI0--8-T,a-tl見 ..嘉 sin%asin等

EIyI-警 ㌍ 1鼠 ..嘉sinn%a(cos晋 -1)L

M -警 ∑嘉 sin等 sinn-2q(cosn%a-1)

EIO-1誓P3l-2痘 cos等 sih等(cosn% a-1)

EIy-3% 8痘 sin等(sin等 -si樗 )(cosn%a-1)
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･7 … =Z. ≡ ∃

図 24

竺 ≒ ′_式

図 25

a一一† p̀-a

TI.芸 或==1じ
図 28

長野工業高等専P棚 要 ･第 1号

M -誓 1.a ..嘉 sinn%X(a-sin賓)

EIO〒 碧 空1.a 忘 cosn%x(i TSing )

EIy-慧 竺1.a 嘉 sin等 -sin写)堤 -sin筈)

M -一警 ∑i sinn等 -x cos芋 cos竿

EIO-一撃 ∑嘉cosniiXcos竿 cos'竿

EIy-一讐誓 =志 sinniiX cos芋 oos生 登戸

M -2PE ∑嘉 sin筈 cos竿 sin竿

EIO-票 短 嘉sin筈 cosQ諸 学 cos竿

EIy-票 竺=去sin筈 cos主男 声 sin竿

M -一警 1.a .忘 sin筈sin誓 言芦 (sin竿 一孟)

EIO=一票 1宗.‥去 sin等 sin聖篭 芦 (Icos等 +2x-i)

EIy=一警 1.a .嘉 sin讐 sin聖篭 芦 (蓋 sinn竿 ･x2-lx)

X

長≡ 云 ≡≡≡3.1'Lt7sal'--
区130●

ガM a∑ 志 cosn等laSin竿

㈹

l∑ 去 sin2(響 ) -''''''- -.''''''---･''-'''的

∑去sin竿 sin竿

∑嘉sin2(#)
･P

qlE(i(nF lsin竿
ォ∑去sin2(竿)

･･･-･･･-･･････-･･.----･･胸

--･----･------ -㈲
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kl a12

k2 a22

α11α12

α21α22

･P X2--

all kl

a21 k2

α11 α12

α21α22

ここで kl-∑ 去 sinn+bsin竿 , k2-∑ 去 sinqZ7-bsin竿 ,

all-∑嘉siふ2(響) , a22- = 去sin2(響) ,

a12-a21-∑ ni4Sin竿 sinn竿

B M-欝 ∑ 嘉sinn+a(

図 32

･≡=∫二 一

図 33,

1+2 h ∫l.･._● ●--
3 J Jl

･P･･････帥

M -一票 ∑嘉 sin筈 c o 'S(篭塑 sin竿

EEC--票 空=嘉sinnf cosQ詔 塑 cos竿

EIy--Ai4'-3=去sin写 cosと 芸デ迦 sinn+a

M-≡〔n蒜 ほ sinn等-all-oI-i ((I-a)sinniib

Ta(-1)asin竿 '1･2fd ･Lot-TItgi-C'-1)ncos竿

-(T cosnlbl〕sin竿

′
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3: 数 値 計 算 (従来の計算値との比較)
nは第 5項まで

計 算 式 MJ /4〒 ⊥ 警 ∑÷ cosT SlnT姓汀 . n汀
EIe3-L/4- - ⊇砦王∑忘 cos丁 COSTおっT -n汀

｢紛.-i.｣ 7竺一一才区卜35 EIYX-I/4-_丁 誓 禦 ∑忘 cos丁 SlnTn7T..2L汀従 来 の計 算 値ME-t./.42品00.MalEIOJ./.4.1=416Ma,,否IYx_I/4-0.007812Mal2

級 数 0.265763Mal - 0.010621Mall o.007816MJ2

誤 差 6.30%l o.19% t O.05%

精 度 L A l o 1 -0

MJ /4-笠 2:i sin-n2i sin芋

計 算 式 EIOJ /4-等 ∑忘 sln一丁 COST. 封7T n7T

｢M-1 P∫ EIYJ /4-慧 ∑志 sin号 sin芋

図 36 従 来 の計 算 値 竺J /.:135000PIIF IO2-E./.4.4=6875P,2lEIYJ.14.1=322PL3
級 数 0.126330Pl 0.046928pf2 0.P14324PL8

誤 差 1.067%I . 0.11%I o.01%

llllHllHllllHllHH川rllllll川=qL｢-EELL37, MJ /4--_誓 ∑吐 崇 巴 sin苧

計 算 式 EIOJ /4-響 -∑良二崇 吐 cos-チ

EIYaJ/4- 等 坪 siム 芋 _

穿 屡 品 雪 見-1./.4.=37i.ql2L甲 こす吉忘 645q,8lpEIY-t./.40.=,277q,4

級 数 0.0937?8g,2 L o.02由40qL3l o.009278qt4

誤_差 0.02% l o.02%l o.01%

精 度 O l ○ l O

¢辿 Z二二-了計 算 式 MJ /4- 響 ∑去 sln丁 SlnT. n7T . n汀

EIOJ /4-誓 ∑意 sin号 cos号

EIYJ /4- 等 ∑16-Sin号 sin芋

区Ⅰ38 従 来 の計 算 値 MJ ./.4.;7291q,2lEIOJ 缶o=8646q,3lEIYJot4..;875q,4
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精 度 -o l o l o

本 E/4- 一票 ∑÷ 去os号 (sin-告 去 )

計 算 式 EI隼 -1/4-,- 掌 i.ふ o予告 (2cos芋 .宜 )

･｢l4｢ JELl一一･一J坦旦一一._ゼ EI;{,/4去.一 撃 26-12-COS竿 (意 siや芋 +普 )

図 39 従 来 の計 算 値 MkTL./.42=125.MalEIOx-I.14.23343Ma,lEIYxo-.t./142=95Ma,2l o.307731Mal o.026758Ma'1 0.012807Ma'2級 数

誤 差 9.40%1 2.10%l 1.50%

精 度. ･ l O ○

EIOJ /4L--pS 益 sin一種 cos等 .i (-1)nl

Elf-./4- 署 長 S'in号f皐 sin等 .普 (-1,nl

従 来 の計 算 値 MカーL/読.38125PIIEIOx-L./.4.=14J84PlB EIYa,_I/4-0.006998fIf8

級._̀数 -0.079i33PLl o.02146lPLBl o.006996Pl8

精 度 o l o t .o

挺._MMIMlmHlIIJlflllM JIJm JJM I図 41 ･7-L/4-2# ∑坪 (sin竿一志)

計 罪 克 EIOA-t/4-告 ∑iiT l2cos等 十意 (-1)nI

EI予て-t/4-孝 ∑聖 宗早 (孟 sin等 一%)

従 来 の計 算 値 Mx-li丁.=25 00ql2lアIO∬-t/諾.7 1718qt8lEIY才一t./.4..=4394q,4

級 数 0.064475ql2 0.011724ql3 0.004402ql4

誤 差 3.10%l o.05%t 2.40%

精 度 o l o l o

虹二.lA.-1 た礼-- γ垂二二 諸 M二t/4- -警 〔∑÷ cos号 sin竿 -去 ∑去 cos

苦 く5-(-1)nI〕.

計 許 式 EIOzJ′4- -磐 ∑iECOSTIcos等す 意 (-1,nl

EIYx-E/4- -2豊 aL2li-∑志 cos号 占in芋
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算 芸 品 lMJ ./.412=500.MalFIOJ.14.1=625Ma,lEIYB.-.L./.439=.6Ma,2

級 数l o.148415Mal o.014807Mall o.003846Ma'2

盲 ~可 18.70%l 5.20%J 1.50%

Mk-,/2- 等 ∑去 sin号 〔sin竿 一志 †1-(-1)nI]

EIOJ /4- 誓 宣 忘 sin号 tcos竿一意･意 (-1)n‡

EIY2J /4- 等 ∑志 sin号 は sin等一意･意 (-1)nl
従 来 の
計 算 値

Ma,_L/2-
0.125000Pl EIO&-I./.4.;5625Pl2lEIY才詔 .=6｡｡P,8

0.113712PL 0.015599PL21 0.002634Pl8

0.16%l 1.10%

0 1 0
MJ /4- 誓 †1.3S."去 sin等 -÷ 1.3荒...去 ‡

EIOC一･/4- 誓 11.3S...去 (cos竿 一寸)I

EIYJ /4- 誓 †去 .3E:...去 sin苦 .1.3S,..去 (一意 )I

級 数l o.010409ql2I o.007818qlaI o.001466ql4

誤 差l o.07% 1 0.06%l o.06%

精 度E O l 0 1 0

MxJ/4-票 .3;l.‥÷ sin竿 cos号

EIOJ /4- 一望 Ll.宗…忘 sin等 sin等

EIYJ /4- 欝 1.3%l…去 sin等 (cos筈-1)

Mx-Ll/70品｡｡.MaIEIOB=t.(425S｡｡｡Ma,IEIY_2.-.1./341=5｡Mal2

1.041947Mal -0.249809M.i -0.030996Mal2

4.19% [ 0.07%
△ l O

図 46

Mk13/4E- 誓 ヱ去 sin等 sin号 (cos等-1)

EIOaJ/4-等 ∑去 cos等 sin号 (cos竿 -1)

EIYaJ/4- 蔓慧 ≒ 去 sin号(cos等 -1)(sin等 -

sin% )

ヽ
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級■数 -0.313122MaI .-0.051264Mal -0.014112Mal2

誤 差 6.00%l 7.70%暮 1..60%

精 度 △ △ I ○

LA-,Ll 計 算 式 x- 芋 詰 ≡≡Sin)Tn7T . 217T

モ=遂空室. 従 -莱-の計 算 値 x-2.250000M ah I I
a :a 2.249871Ma/LI L
誤p..差 0.05%L l

精 度 ○ l l

'~lAl p』生 = 塾 _L｣ .図 52 計 算 式 ≡-古 sln.丁 苧lnT..-n7T . .n7r

■x =-:∑ 意 表iナ2(号).p

算一書品 X~ニー0.687500P l
級 _-数 -0.687669Pl J

精 度 O l l

A"- lltl"tl!-MlllMl"ttt".IllMMIMtlMlll一MlllMllllll53図 計 算 式 qE∑11=忘 !)nIsin号x =- 汀∑意 S干n2(iT)
従 来 の計 算.倍 x〒-0.625booqll l
級 数 -0.625105q'l l
誤.差 0.001%

精 度 ○ l l

｢%弓 p 計 算 式 l;: ::ヨ ｢ ::I ; : ド

●
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従 来 の計 罪 倍 〟-0.125pf(lP /ふ ∫1) lIlI

級 数 0.125059pf(lTi7J 7両 ,7) l

誤 差 0.04%

M才-1/2- 一昔 ∑去 sin2(号 )cos等

EIOJ/4.- -等 ∑去 sin号 cos2(芋)

EIY才一〝2- 一票 三∑去 sin2(号)cos等
EZYa,J/2-

-0.028646Pl8

-0.028648Pl8

EZO2,-1/4-
-0.062500Pl2

-0.062530Pl2

算 委 品 IMJ /2≡｡.25P,

& &l -0,252662Pl
誤 差 l 1.06%
精 度l O

M,-意 ∑ 宣 †sin2(号)･sin号sin葦 I

一昔 ∑ ÷ sin㌧苧 cos芋

穿 蓑 品 IMIJ/2.:125PL

級 数1 0.121129PJ

誤 差 l 3.09%

精 度l O

(表中の精度で×印は5項まででは不適当であり,△,○印は適当であることを示す｡)

4. む す び

本研究は静定 ･不静定をとわず一般的な荷重状態に適用され,数倍計算上で項数を第5項に限

定した場合にはどのような支持状態でも,荷重が多くなり複雑になる程精度はよくなり,同じ支

持状態では bendingmoment,slope,deflectionの順に精度がよくなるので slopeを使 う門
●●

型ラーメン,deflectionを使う連続はりには特に有効である｡したがって本理論は広く構造物

の解析にも拡張発展ができる｡また精度の低い場合には本理論で解析し,級数の収束値表を用い

て数倍計算もできる｡おわりに本研究に貴重な示唆と御指導をいただいた信州大学工学部首大武

夫教授に厚く感謝する次第です｡
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