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1. ま え が き

12)(3X4)
微分方程式のZ変換法による近似解法については,Cruickshank氏による方法や,Thaler

氏と,Boxer氏による方法などいろいろある｡
(5)

その中で,変係数,非線形,高階制御系へ容易に拡張し適用でき,しかも初期条件をかんたん

に導入できる Boxer氏の方法がすぐれている｡
m

平井氏は Boxer氏の方法をむだ時間を含む変係数制御系および非線形制御系の過渡応答解析

に蘇張し適用した｡

平井氏は二次系に適用したが,箪者はこれを三次系に拡張し,適用した.
(2)

Jury氏はZ-形を変係数,非棟形制御系に適用できることを指摘しているが, ここでも三次

系についての適用がない｡

三次の制御系への適用公式を導くとともに三次系への適用を試みた0

2. 基本公式の導き方

(27
Boxer氏による方法を簡単に述べる｡

連続関数 x(i)の不定積分

y2(i)- JJx(i)(dt)2

が与えられたとき
■′

(1)

a2y2(i+2T)+aly2(i+T)+aoy2(i)=b2X(i+2T)+blX(i+T)+box(i) (2)

を満足する定数 a2,al,aO,b2,bl,bo,なみつける｡

ただし,Tはサ･/プ1)ソグ周期.

LaPtace変換の性質

L〔f(i+nT)〕-enreL〔f(i)〕 L〔y2(i)〕-与 L〔x(i)〕

*数学科
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たれ ,x(-1'(o)-〔∫z(i)dt]t-0-0･ x(-2'(o)- 〔JJx(i)(di)2〕t=0-0,(a)

とする｡

この性質を佼うと(2)式は

(a2C2T3+aleTs+a｡)去 L〔x(i)〕-(b2C2Ts+blCrS+b｡)L〔x(i)〕

(aB･al･ao)+(2Ta2+Tal)S･(2T202+I T2al)S2+(‡ T3a2 +‡ T3al)S8

･(÷ T4a2+去 T4al)S4+ .････････････

-(b2･bl+b｡)S叫 (2Tb2.Tbl)sB･(2T2b2･iT2bl)S4+････････････
α2+α1+α0-0

JIr-̀ J--

2Ta2+Tal≡0

2T2a2･l T2al-bB･bl+bo

i T3a2+T3 al-2Tb2･Tbl

÷ T4a2+去 T4a1-2T2bB･÷ T2bl

これよりα｡=1 とおくと

ao- 1 a1,--2 ･a2-1 bo-首 bl- 埋 b2-首12

となる｡

よって,Tをx(i)の変化にくらべ十分小なるとき,(1)式は近似的に

y2(t･2T)-2y2(t･T)･y2(i)- 首 x(t･2T)十等 x(t･T)･首 x(i) (4)
なる差分方程式を満足する. ((2)式より(i)式を導くには数分揖算子,積分済算子を使ってもでき

る｡)
7n-1

f(i)のZ変換を3'tf(i))=F(a)で表わすと3'(I(i+mT))-27ntF(a)-∑I(kT)2-りA.-■o
の閑係があるoこれを使って(4)式の両辺をZ変換すると,

2日 ア2(a)-y2(0)-y2(T)a-1)-2ztY2(Zト y2(0))+Y2(a)-首 22(Ⅹ(Zト

x(o)-a(T)2-1)+晋 ztⅩ(a)-x(o)).首 Ⅹ(a) (5)

x(i)y2(i)が解析的であるとすると,

x(T)-x(o)･Tx(o)+首 ご(o)十････････････

y2(T)- 92(0)+Ty2(0)十号 ;'2(0)･-･････････

-メ(-2,(0)･r∬(-1,(0).首 ∬(o).-･---

籾 よ｡ - 号 x(o)+首 ;(o)･首 ';(o)+･････-･-･･

(6)杏(5)に代入し,整理すると

Y2(g)-首 器 x(a)- 首 静 x(o)
T5 2

12 (all)2~'＼∨'180 (a-1)2+_聖一言与汀 X(0)-
●

x(0)+ ･･.-･･-･ (7)
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(

■′

(7)式は(1)式のZ変換の近似式と考えられる｡

何様に yl(i)-Jx(i)di
については

yl(a)-与 % 11-x(a)一 品 x(o)

となる｡

3. 三次制御系への適用公式

2重不定積分と同様に,3重不定積分

y3(i)-JJJx(i)(dt)8

について 3'(y8(i))の近似式を導く.

¢)

(9)

¢)式を毒分方程式で近似すると,

y3(t･3T)-3yS(汁 2T)･3y8(t･Tト y8(i)-貫 くx(t･2T)･x(" T)) 的

となり,80)式をZ変換してYS(a)について整理すると,

yB(a)-号 静 x(a)一号 館 x(o).若妻罫 ;(o)

･ 言 論 x(o)+ 首 ifSg 'x''(o)+- -･･････ 帥
●●

となる｡

三次制御系を表わす微分方程式を
●

x(i)+p(i)x(i)+q(i)x(i)+r(i)x(i)=0 的

とする｡変係数としたのは応用を広くするためで,線形微分方超式であるが,変係数とすること

により,非線形にも応用できる｡

的 を変形し,

x(i)+憲一(♪(∫)x(i)日 夏 tq(i)x(i))- 2憲 一(♪(i)-x(tn

●

●
+ P(i)x(i)-q(i)x(i)+r(i)x(i)- 0

両辺の Laplace変換をとる｡

以後堤 f(i)〕t=.-I(～,(0)･堤 f(i)ユ言｡-i.(o)II(0)をin:Ij'O,fo等と略記す

る｡
● ● ●

S3X(S)-S2x｡-sx｡-x.+S2L〔17(i)x(i)〕-sP｡x.一夕｡x.一夕｡x.+sL〔q(i)x(i)〕-qoxo
● ●

-2 tsL〔♪(i)x(i)〕-2｡xo)+L〔♪(i)x(i)〕-L〔q(i)x(i)〕+L〔r(i)x(i)〕≡ 0

s8で昏Jって
●

x(S)+÷ L〔b(i)x(i)〕+与Llq(i)x(i)〕一意 L〔♪(i)x(i)〕+与 L〔b(i)x(i)〕

-与 L〔q(i)x(i)〕+÷L〔r(i)x(i)〕-÷ xo･i ;0.÷'&｡+÷ boXo

一志boxo++ poxo+享qoxo
●

(7)(8)的 式を用いて,上式をZ変換する.ただし,この際 f(nT)=fnと略記し,3C(0)≡
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α) (5)
∫(0)-∫(0)≡ ･･- ･-･･--0とする｡

なお,♪(i)q(i)Y(i)はサ･/ブリンク周期Tに対 して変化が小さく, かつ, 周期Tは十分小
さいと佼定する｡

x(a)･÷ 票 bnX(a)-÷ 意 xopo･首 欝 qnx(a)

一 首 馨 等 qoxo･ 言 論 ;o;0

-2(首 雪 豊 ㌢ b'･.x(2)一首 書 評 - i oxo+言 下 も 百一Poxo)

･号 老 卦 b'nx(a)一 言 豊 辞 ioxo+ 首 著 許 'ioxo

●

･蒜 て毒 笠鳥 ｡一言 岩 三三㌫x(a)+冒 ?((22等 )釦 oxo一芸 お 声'q'ox'O

- 面 て荊 戸- qoxo･ 言 葉 許 rnx(a)一 言 豊 辞 roxo

T5 2

･言 葉 許 ;o;o十品 論 roxo =意

･7S Poxo+言 葉 許 (x0-9oxo･pox･qoxo)

● ●

X(a)について解き,整理すると,

X(a)I AIz8+B122+CIz
A23+Bz2+Cz+D

A'+BIB-1+C12-2

A+B2-1+Cz~2+D2-8

xo･て蓋 F xo

ただし,

A- 1+与 pn一言 in･首 qn

B--3-与 れ-÷ T29-･言 古n･÷ T2qn一号 in十号 rn

●

c- 3-与 pn･÷ T2pn十号 訪れ-÷ T2qn一 苦 言n ･ 首 rゎ

D- -1+÷ pn･肯 ん一首 qn

A,- (1･ 与 p0-号 Lo ･ 首 qo)x｡

B,- (-2-÷ T2bo･音 さo十等 qo一号 q'o+号 ro)x.

･(T･号 po ･言 b'O-昔 i'O-意 q'｡ .意 ;'O-意 ;o)-;o

･(号 一 芸 '芸oh 1T2%'i'.1蓋 'r'.);'.

C,lt-(1-÷ bo･与 io ･与 b'o ･吉 q.一号 q'｡ +与 Y.)x｡

＼■
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･(-T･争 .一手 b'O-首 ●b'o･ 喜 i｡. 意 ;'o一 首 ;o);o

･(号 +-1T2吉宗 一芸 ●i'0.品 .;o);o

二次制御系の動作を衣わす微分方程式 ､

●
x(i)+37(i)x(i)+q(i)x(i)-0

については

X(a)≡ A/+β/Z-1

A+BZ-1+CZ-2

I

ただし,

●
A -12+6Tpn-T2pn+T2qn

●
B=-24-10T2bn+10T2qn

●
C-12-6Tpn-T2bn+T2qn

●
A'-(12+6TP｡-T2p.+T2q.)x｡

● ● ●
B'- (-12+6TLI0-5T290+5T2qo)xo+ (12T+Tap.-T3qo)x｡

㈱

0頚

4.適 用 例

-この方法による過渡応答の求め方の妥当性を示すために,三次制御系に適用するo

まず,過渡応答が正確に積分で得られるものと比較し,妥当性をしらべてみる｡

三次制御系の工学的な例として,増幅器,直流発電機,電動概を結んだ位置サ-ポ系を例にと

る｡

図1にこの系のブロック線図を示す｡こ Jr

の一巡伝達関数は,

G(S)≡ -KPT-KRg;

ただし K=-

S(1+TIS)(1+TれS)

型堕
KvRJ

図 1 位 置 サ ー ボ 系

K
S (1+TJS)(1+ T m S)

で系の微分方程式は x (i) = O,(i)一cc(i)とおく と

･JT-意 +(TJ･T-)窟 ･意+ Kx-TJT-砦 一･(TJ･T-)普 +普

e,(i)がステップ入力のときは

FIT-Idd㌻ +(TJ･T-)-a;a･意 +Kx-0 ㈹
となる｡㈹式は

●
x(i)十か(i)+qx(i)+rx(i)= O b,q,､r.は定数 的
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と表わされるから 的 によって表わされる微分方程式に適用した場合のこの方法の妥当性をし

らべてみる｡

正確な解を得るために,i,,q,Yの数値は実例とはやや違うが,つぎの例によって検討してみ

る｡

〔例 1〕
●

x(i)+2x(i)+1:26x(i)+0.26x(i)=0
●

初期条件を x(0)-1, x(0)-x(0)-0 のもとにと.くO正確な解は

1

x(i)-e-L+10eT Lsin-flo-i

胸

胸

P(i)=2, q(i)=1.26, r(i)=0.26, 3)0-31n -0, ro-rn = 0, xo=1,

xo-x｡-0 等を公式的 に代入し,T=0.5とすると,X(a)は

X(a)-
1.5263-1.72672-1+0.53172-2

1.5263-3.24742-1+2,28002-210.52632~8

X(a)を割算 L a-1の巾に展開する.

X(a)≡1+0.99633~1+0.97433-2+0.92942-8+0.8656Z~4+0.78272-5+0.69272-6

+0.60312-7+0.51822~8+0.44052-9+0.37112-10+0.31022~11+0.25752-12

+0.21242-13+0.17422-14+0.14212-15十･･･ ･･･-･･.
a-nの係数は x(0.5n)の近似値であるO 正確な解と殆んど一致しているが念のため真値といく

つか比較してみる｡OB)式より真伍は ∬(2)-0.8656 x(3)=0.7099 x(5)=0.4001

x(7.5)-0.1609 で i-5で絶対誤差が0.0290,t=7.5で0.0188である｡T-0.5として

これくらいであるからTをもつと小さくすれば実用的には十分よい近似といえる｡

〔例 2〕

読t)+2L;(i)+5.25x'(i)+i.25x(i)≡ 0
●

初期条件を ∬(0)-1, 〟(0)-∬(0)-0 としてとく｡.正確な解は

x(i)-e-I･÷ e-i-isin2i

例 1と同様にして,公式的 よりT-0.5として

X(a)-
1.6094-0.72912-1+0.69792~2

1.609412.2500Z~1+1.78122-210.60942-8

ecD

伽

X(a)を 2-1の巾に展開すると,

X(2)≡1+0.94502~1+0.64812-2+0.2388g~3-0.02563-4-0.054682-5+0.042312-8

+0.11002~7十二0.086242-8+0.016992-0-0.030072-10;+ ･･･-･･･-

伽 式より其値を求める｡

x(1)=0.6436 x(1.5)≡0.2561 x(2)岩-0.00406 x(2.5)- -0.0553

x(a)≡-0.00895 x(i)=0.0852 x(5)I-0.0156

となる｡両者をグラフでくらべると図2となる｡



Z変換法による三次制御系の過渡応答の一つの求め方について 89

X(I)
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-0.1

(16)において,TJ=0.05〔sec〕 T"戸0.4

〔sec〕 K=2.5〔rad/sec〕 とおいた微分方

程式

●●■
x(i)+22.5x(i)+50x(i)+125x(i)- 0

では積分計算による解は

x(i)-0.01659el20･86L+1.1616e-1･075L

･sin(129016't+570511)

となる｡

T-0.5として x(0.5) x(1)の値をくらべ

ると i-0.5のとき絶対誤差が0.0993,i-1

歪諾●鮎 ｡iZ盈 農 法 のときこ0.2024となり誤差が比較的大きい. 角

図 2 例 2の過渡応答 速度が大きく鋸動が強い場合はTを十分小さく
(2)(3)

とらねばよい近似は得られない｡誤差の問題についてはここではふれない｡

〔例 3〕
川

平井氏は二次変係数制御系に適用し, その巽当性を示 した｡ ここでも妥当性を示す た めに,
12】

Jury氏による linerinterpolationoperatorによる計算例の結果と比較した｡

例 x(i).2x(i)･x(i)--0･9意 V-x2 x(0)-0 x(0)-1

●
微分方程式は x(i)+(2+1.8x(i))x(i)+x(i)≡ 0 となるから

x(i)+(2+1.8C)x(i)+x(i)- o x(i)=C とするoT-0.4として,公式咽に代入する.

X(a)= 4.82-1

(16.96+4.32cn)-22.42-1+(7.36-4.32cn)a-2

ただし,各2-nの係数を求める段階ごとに

Cn+1-X(nT)に変えて係数を求める｡

X(a)-0.28302-1+0.31422-2+0.31002~8

+0.26992-4+0.23412-5

+0.1973216+0.16282-7

+0.13172-8十･･･-･･････ となる｡

図3にグラフで比較を示す｡

-ooo･''拓 = 1
実線●印Z変換法､破線Juryによるもの

図 3 二次変係数制御系の過渡応答
平井氏の研究結果とあわせ二次の変係数制御

系ではこの方法の妥当性を認めることができる.三次の定係数の場合も認め得ることは前の2例

によりわかったので,この方法を三次制御系の変係数,非線形にも適用し,その結果を示す｡
(6)

市川氏は高階非線形系の解析をフィーJt,ド制御系サ-ボ横棒などを示す三階の飽和ゲイン系に

っいて漸近法による解析を行なっている｡ここでもこれと似た図4に示す系にらいて,この近似

法により過渡応答を求めてみる｡過渡応答のみ求める場合には市川氏による解析方法よりかなり

簡単に求められる｡
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図 4 三次の塵;和ヂイソ系

ただし n(x)

しかし,安定性の考察や応答の解析的表示

などできぬのが欠点である｡

図4に示す系について,0,がステップ入力

のとき,月日こ関する微分方程式は
●

x(i)+1.5x(i)+5.125x(i)+1.85n(x)-0 eカ

0.4<x _Oとき 1

JxZ≦0･4のとき ix (図5参児)

∬<-0.4 のとき -1

とする｡

物 を変形し,

●
x(i)+1.5x(i)+:5.125x(i)+:r(x)･x(i);0 倒

0.4<ガ のとき
1二旦室∬

ここで γ(〟) JxJ≦0.4のとき 4.625

x<-o･4 のとき 一旦避∬

1-0.4

図 5 飽 和 要 素

●
x(0)=l x(0)-ガ(0)=O r｡-r(x.)=1.85 9.=L･n-1.5 qo-qn -5.125

等を公式的 に代入し, T-0.4として

X(a)- 1.3598-1.27722~1+0.77952-2
1.3598+(-2.685+0.032rn)a-1+(2.085+0.032rn)zl2- 0.75982~8

rnに各段階毎にr(x(前 T))を代入し(r(a(nT))を代入すべきであるが,未知のためにx(8TIT)

のときのγの伍で代用している｡したがって何らかの方法でより正確な値が推定できればその伍

を代入すればよい｡)

X(a)≡ 1+0.99182-1+0.9101Z-2+0.72152-3+0.39122-4-0.19372-6- 0.10422-6

+0.1304217+0.30612-8+0.29872-9+0.12752-10-0.081562111-0.19462-12

-0.15792~13;-0.020592114+0.11212-15+0.15472-16+:･･･---･

9

8

'一

一■V
■ヽV
1

3

2

一1

0

1

9_
'■

･▲一

仇

lm

a

Jm
i
i

l肌

m

l肌

▲肌

.帆

.臥

m

l

I

-
-

p馬 ..､∴

一IIItI 倉 ､､∴ 6.と.

LO●49:81●2"V ,E.y-171て て̀-W -/a.4

実線 ●印 Z 変 換 法
破線 nlZJ=与Z:のときの正解

図 6 三次の飽和ヂイソ系の過渡応答

を得る｡

この過渡応答のグラフを図6に示す｡なお,

餌式は Jxl≦0.4のとき
●

x+1.5∬+5.125x+4.625x=0

となるので･n(x)-÷ xのときの正確な解

x(i)-e-t+÷ e-0･25Esin2t

のグラフも図6に描いてある｡
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〔例 4〕

三次の変係数非線形制御系の適用例を示す｡微分方程式は
●

x(i)+1.5x(i)+(0.011+5)x(i)+4.6x(i)+x2(i)-0 糾

●
x(i)+1.5:x(i)+(0.5t+5うx(i)+4.6x(i)+x2(i)=0 脚

●
とし,初期条件はいずれも ∬(0)-1,刀(0)-〟(0)-0とする｡

●
x(i)+1.5x(i)+(0.OIL+5)x(i)+(4.6+C)x(i)-0 c=x

T=0.3-として公式83)_に代入する.ただし,この際 qn=0.003n+5 rn=4.6+Cね

とする｡ ､

X(I)-
1.2625-1.57472-1+0.83773-2

(1 .2 62 5 + 2.15×1015n)+(-2.8255+2.025×10~4n+0.0135C,.)a-1+ (2.4995

12.025×10-4n+1.35×10~2Cn)a-2-(0.8125+2.15×10~6n)ra 鯛

cl-X(0)-1として各段階ごとにcn,qnに遠位をいれ 211について巾に展開すると

X(a)=1+0.97992-1+0.85612-2+0.6112Z-8+0.31892~4+:0.06762-5-0.09623Z-6

-0.15842-7-0.12752-8 - 0.025752~9+0.10762-10+/････-･-･ 田

微分方程式餌二について,餌:鮒 に相当する式は

X(a)- 1.2625-1.5791211+0.83542-2
(1.2625+0.001125n)+(-2.4322+0.010125n+0.0135Cヵ)a-1+ (2.4928~=

0.010125n+0.0135cn)2-2+(-0.8125-0.001125n)a-8

X(a)=1+0.65662-1-0.066732-2-0.51492~8-0.795321410.17442-5+0.78092-8

+1.23272-7+0.43412-8- 0.82642~9- 1.26922-10--･･････

両者の過渡応答を図7に併記した｡微分方程式
=(I)

I

破線 方程式 朗の応答
実線 方程式 C25)の応答.

図 7 例 4 の 過 渡 応 答
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5. む す び

この近似法は系を表わす微分方程式の安定性や解の解析的表示にわずかの情報しか提供せず,

十分ではない｡したがって系の安定性を解明できるようにするには幾多の問題があり,今後の課

題である｡
(2)(3)

サンプ リング周期Tの選択は結果に微妙な影響をもつOTの選び方については他の文献によっ

て頂きたい｡しかしTをある程度小さくとれば,系を表わす微分方程式が相当複雑なものでもか

なり簡単に,単純な計算で解 x(i)の振舞を知ることができるo

Lたがって工学的には満足される応答を得る場合が多い｡

変係数 37(i)q(i)r(i)について,もっと適切な条件をつけることにより,より精密な理論が

展開できるであろう｡

終 りにこの論文を書く契機は平井氏の論文による｡いまだお目にかかったことがないが神戸大

学工学部平井一正先生に厚く感封する｡

I/
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